Ministerul Educatiei, Cercetarii si Inovarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
EXAMENUL DE BACALAUREAT - 2009
Proba scrisa la MATEMATICA - Proba D
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica - informatici.
e Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30p)

-1 - - . . - | 3 pa
Sp | 1. Si se arate ¢cd numirul (1+r\/;) este intreg.

SP | 2. Sa se determine imaginea functiel1 'R >R, f(x)=x"—x+2.
Sp | 3. S& se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia ~-2x+1=35.

Sp | 4- Sa se determine probabilitatea ca, alegand un numar ab din mulfimea numerelor naturale de dou
cifre. sdavem a+b=4.

Sp | 5. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A4(—1,1) si este perpendiculard pe dreapta
d:5x—4y+1=0.

Sp | 6. Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC stiind cd 4B=6,B :§ s1 C :%.
Solutii
Subiectul |
3 3
3
l.(1+i\/§) :{2[%+§iﬂ = {2(cos%+isin%ﬂ =8(cosz+isinz)=-8ell

2. Imf :{—A;+ooj
4a

A=b*-4ac=1-8=-7
A -7 7 7
——=——=—-=Imf=|—;+0
4a 4 4 4
3.Punem conditii de existenti:

—2x+120<:>x£%

Pentru rezolvare ridicam la patrat fiecare membru al ecuatiei si avem:
—2X+1=25=2x=-24=x=-12
Facem verificarea solutiei obtinute (etapa obligatorie la ecuatiile irationale!)
—2-(-12) +1 =5 adevarat.
4 Numerele naturale de doua cifre sunt 10,11,12,13,...,99.
In total sunt 90 numere naturale de doua cifre adica sunt 90 cazuri posibile.
Conditia a+b=4 este verificatd de numerele 13,31,22,40 adica sunt 4 cazuri favorabile.
Aplicd formula pentru calculul probabilitétii si avem:
P(E) = nr. cazuri favorabile 4 2

nr. total cazuri posibile=%=4_5'

5.Ecuatia dreptei d se mai poate scrie sub forma y = % X +% deci dreapta d are panta m, = %



Fie d’ dreapta care trece prin A si este perpendiculara pe d.

dLld <m, ~md,=_1c>%-md,:—1<:>mdv=—g

Dreapta d’ are ecuatia data de formula y—y, =m,(X—X,)

4
—1=——(x+1
y 5( )

Sy —-5=-4x-4
=d":4x+5y-1=0
6.Folosim teorema sinusurilor si avem:
BC AC AB

sinA sinB  sinC

BC

AC 6

sinA:

. T . T
sin— sin—
6

5. V2

:>AC=T2=6J§

N |

sin A=sin(7z—(B +C)) =sin(B+C) =sinBcosC +sinCcosB =sin%cos%+sin%cos% =

BC

Z B 1\E 62

2

2 2 2 4
(B
6sinA: 4 :3(\/€+\/§).

. T 1
SIn— —
6 2

Perimetrul este P=AB + AC + BC:6+6\/§+3(\/§+\/§):6+9J§+3\/§:3(2+3J§+J€)

SUBIECTUL II (30p)
‘a a+1 a+2

b b+1 b+2 |, cuabelR.
11 a }

1. Se considerd matricea 4=

a) Si se arate ¢ det(4)=(a—-b)(a-1).
b) Sase calculeze det(;i A )
¢) Sasearateca rang4>2, Va.be R.
2. Se considerd polinomul fe R[X]. f= X’ +pX*+gX+r.cu p.g.re (0. <) sicuradacinile
X, X, x3€C.
a) Si se demonstreze ca f nu are radacini in intervalul [D.oo).
b) Sase calculeze x; +x3 +x; in functie de p. ¢ si r-
¢) Sa se demonstreze cd daca a.b. ¢ sunt trei numere reale astfel incat a+b+c<0. ab+bc+ca >0

si abc <0 . atunci a.b. ce (—e=.0) .



Solutii

Subiectul 11
a a+l a+2 |a-b a-b a-b 1 1 1

l.a)detA=|b b+1 b+2=| b b+l b+2/=(a-b)lb b+1 b+2/=(a-b)(ab+a+b+b+2-b-1-
1 1 a 1 1 a 1 1 a

ab-b-2)=(a-b)(a-1).

Am scazut a doua linie din prima linie.
b)det(A—At)=det((A—At)t)=det(At—A)=—det(A—At)
deci det(A—A')=0.

b b+ .
c)l 1 =b—-b-1=-1+0deci rangA>2.

2.a)Fieax >0.
f(a)=a’+pa’+qa+r>0deci f(a)=0,Va=0.
b)Scriem relatiile lui Viete
X +X+X ==

X, Xy + Xy - Xg + Xy - Xy = (]
X - Xy Xg = —T
(% % 4%, ) =X X2+ XE+2(% Xy + Xy - Xy Xy X ) =
PP =X+ X+ X2 +20= X + X+ X, = p?—20.
X;, X5, X, sunt radacinile polinomului f deci avem
X+ pxZ+qx, +r=0
XS + PX5 +QX, +r=0 Adunim membru cu membru si obtinem:

3 2
X; 4+ PX; +0X; +r=0

XE XG4+ P(X 4G+ )+ (X + X, +X;)+3r =0
X+ X5+ XS + p(p2—2q)—qp+3r:0
X2+ X +x3=3pq—p*=3pg-p>-3r
c)Consideram polinomul g =(X —a)(X —b)(X —¢)=X*—(a+b+c)X*+(ab+ac+bc)X —abc
care are radacinile a,b,c.
Luam p=—(a+b+c)>0
g=ab+ac+bc>0

r=-—abc>0
Conform punctului a) radacinile lui g nu sunt in intervalul [O, +oo)

deci a,b,c e(—x,0).



SUBIECTUL III (30p)
1. Se considera functia f:R = R. f(x)=2x+In(x> +x+1).

Sp a) Sa se demonstreze ca functia [ este strict crescitoare.
Sp | D) Sése demonstreze cé functia [ este bijectiva.
Sp ¢) Sa se arate ca graficul funcfiel f nu are asimptota oblicd spre +ee.

2. Se considera functia /R —>R. f(x)={x}(1-{x}). unde {x} este partea fractionara a
numarului real x .

1 ‘
Sp | a) Sase calculeze Jof (x)dx
Sp | b) Sase demonstreze ca funcfia f admite primitive pe R.

, . patl \ . .
Sp ¢) Sa se arate ca valoarea integralei J f(x)dx nu depinde de numirul real a.
a

Solutii
Subiectul 111
2
la) f'(x)=2+ 2x+1 _2x"+4x+3_ 2(x+1)"+1 >0,Vxell deci functia este crescdtoare pe R.

24X+l xP4x+1 ( 1)2 3
X+=| +>
2 4

(oo—oo) 2
b) lim f(x)= lim [2x+In(x* +x+1)] = lim X{2+M}=—w(2+0)=—w
X—>—00 X—>—00 X

2 ) (e +x+1) 2) '
deoarece lim In( +x+1) = lim ( nx +,X+ )) = lim 22X_+1 = lim M: lim 2 _2_
X—>-+00 X X—>+00 X x40 X5+ X +1 X—>+00 (X2 X +1)’ x>0 2X +1 o0

lim £ (x) = lim [2x+|n(x +X+1) | = +o0.

X—>+00

In plus funcgla este continua pe R deci Im f =[J (functia este surjectiva).

Deoarece functia este strict crescatoare rezultd ca este si injectiva deci este bijectiva.
c)Deoarece lim f(x) =+oorezultd ca functia nu are asimptota orizontala spre +oo .

X—>+00

Cautdm asimptota oblicd spre +oo.

y=mx+n
2X+In(x* + X +1 2
= lim =22 ( ) m[ ( )]:|im|:2+w}=2_
X—>+00 x—>+oo X X—>+00 X

n=lim[f(x)-mx]= IIm [In(x + X +1)] +00. deci functia nu are nici asimptota oblica.

X—>+00

2.a) f(x) =x(1-x),Vx e [0,1]

jf(x)dx jx(l x)dx_[’;—%o

b) f(x+1) = {x+1}(1—{x+1}) = {x}(1-{x}) =

1

1
2

1
3
f (X

z o

deci functia este periodica de perioada 1.



lim £ (x) = limx(1-x) = 0

Im f(x)= Iin’lI(X —1)(2—x) =0 deci functia este continua in punctul x=1.

f()=0
f este continua pe (0,1] periodica cu perioada 1 deci este continud pe R.
Rezulta ca f are primitive pe R.
c)Fie F o primitiva a functiei f.

Notam g(a)=["" f (x)dx

a+ a+l
9@ =" t()d=F(9| =F(a+)-F(a)
g'(@=F'(a+l)-F'(a)=f(a+1)— f(a)=0,Vaell deci functia g este constanta.
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Examenul de bacalaureat 2009
Proba D_MT1 5
Proba scrisa la MATEMATICA

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematicé-informatica.
BAREM DE CORECTARE $I1 DE NOTARE
Subiecte 2009
+ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvéari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

+
SUBIECTUL | 30 de puncte

1. | Aplicarea corectd a formulei 2p
3
(1+13) =-8eZ 3p
2. | A=1-8=-7
7 3 Zp
Im = {14_ | 3p
3. | 2x+1=25=x=-12 3p
—12 verifica ecuatia 2p
4. | Existd 90 de numere naturale cu 2 cifre p
Cazurile favorabile sunt: 13, 22, 31, 40
4 2 2p
7790 45 p
3. 5 4
my :Zj”']a“ :_E 2p
, _ 4,
d :_1'—l=—?{n.‘+1}<:>4.\'+5.1‘—1=O 3p
6. ; ; Y f ; T () + 2 2
.~I=:1'—‘E+£':>:si11.4=sin'£-i—i =Q P
4 6) 4 6/ 4
Din teorema sinusurilor rezulti AC = 6+/2 si BC = 3(\/5 + \/’6 ] 2p
P=3(2+3v2+/s) 1p
SUBIECTUL al ll-lea 30 de puncte
1.a) a—b a-b a-b 1 1 1 1 0 0
det(4)=| b b+l b+2|=(a-b)|b b+l b+2|=(a-b)b 1 2 |= 3p
1 1 a 1 1 a 1 0 a-1
_. _ ._ 2p
=(a—-b)(a-1)
b) ; £\ I Y Y [ . \ r o
det{ 4— A" |=det| (4—4") |:de‘r[_A' —A_]:—det[_A—A'_] ap
deci det{jA—Aﬁ]zO Ip
c) b b+1
Minorul 1 =—120 4p
Deci rangul lui 4 mai mare sau egal cu 2 1p
2.2) | Pentru orice o [0.=). avem f(a)= & +p ol g a+r>0 4p
Deci f(0)#0, Yoz0 1p
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Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica.
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b) S]_ = .‘\‘1 +.'(2 + .\'3 =—p lp

S =Nttt =g=>5; = _\'11 + _\'32 + _\'§ = 513 —255 = p2 —2q 2p

S5 :xf +x§ +x33 =—p-5,—q- S5 -3r :—p3 +3pg—3r 2p

<) gck [1] , g= x? —(a+b+ C)X2 + (nb +bc+ca) X —abe, are radacinile reale a,b, ¢ 2p

Deoarece p=—(a+b+c)>0, g=ab+bc+ca>0 si ¥ =—abc >0, din punctul a) rezulti ca 2p

radacinile Iui g nu sunt in intervalul [0, =)

Rezulta a,b,ce (—==,0) Ip
SUBIECTUL al lll-lea 30 de puncte
L.a) 2x+1  2x7+4x+43

Sf(x)=2+= =— =

C X +x+1 X +x+1 3p
2(x+1)" +1

=——= >0, ¥xec R

[ 17 3 2
| x+— | += P
L 2) 4
b) | f strict crescitoare, rezulta finjectiva 2p
lim f(x)=+4ee, lim f(x)=—ee, f estecontinuipe R,deci Imf =R
X—eo : X——=e 3p
c) (x)
m = lim 7 {x) =2 2p
Y=o X
n=lm(f(x)=2x) =4 2p
Tsen® .

Deci nu existd asimptota oblici spre +eo 1p

2.a) | f(x)=x(1-x), Vxe [0_1] 3p
1 1 \ 1

Jof(x)dx :Ju .\'(1—.\')d.1‘=g 2p

b) | f(x+1)=f(x). Yxe R= f periodica cu perioada 1 1p

lim f(x)=0, lim f(x)=lim(x—1)(2-x)=0. F(1)=0 2p

x/'1 Ol Nl "N .

f continui pe {0,1] .f periodica cu perioada 1, rezultd f este continui pe R . deci fare 2p
primitive
o ratl
©) Functia g : R =R, g(a)= } K f(x)dx este derivabila 2p
)=, P
g'(a)=f(a+1)- f(a)=0. VacR 2p
deci g este constanta 1p
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