Ministerul Educatiei. Cercetarii si Inovarii
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
EXAMENUL DE BACALAUREAT -2009
Proba scrisa la MATEMATICA - Proba D
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica - informatica.
* Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. Se acorda 10 puncte din oficiu.
* La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30p)

. : 6
S5p | 1. Sa se determine partea reald a numarului complex (\ﬁ + I} :

Sp | 2. Se considera functia f:(0.=)— R . f(ﬁ‘}:T . Sa se calculeze (/o f)(512).
x
. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia cos2x + sinx =0.
5p | 4. Se considerd multimea M ={0,1.2,3,4,5} . Sa se determine numarul tripletelor (a.b.c) cu

th
=
7%}

proprietatea cad a.h,ce M sia<b<c.
. Sa se calculeze distanta dintre dreptele paralele de ecuatii x+2v=6 s1 2x+4y=11.

5p | 6. Paralelogramul ABCD are AB=1. BC =2 si m(<BAD)=60°. Sa se calculeze produsul
scalar AC- AD .

th
=
th

Solutii
Subiectul |

1. z:\/§+i:2 £+1i =2 cos£+isinZ
2 2 6 6

2°=2° (cos%ﬂsin%j =2°(cosz+isinT)=-2° —Rez=-2°=-64.

1 1 1)1
2.1(512)=——===rezultd (fof)(512)=f(f(512))=f(—j=—=2.
Y12 8 8 3;

3.Stim formula cos2x =1-2sin® x .Inlocuim in ecuatia dati si obtinem:

2sin*x —sinx —1=0 care are solutiile sinx=1 si sinx=—-=.

Din sinx =1 obtinem X {%+ 2k Ik el } iar din sinx = —%obtinem X e {(—1)k arcsin(—%)+ kz/lk el }

) 1 T
arcsin| - — |=——
( 2) 6

Solutia ecuatiei date este X € {% +2kzlk el }U {(—1)k+1%+ kzlkell } .

4 Numarul cerut este egal cu numarul submultimilor cu trei elemente ale multimii M.

!
Acesta este CJ = % =20.

5.Luam un punct pe prima dreapta,de exemplu A(0,3).



VB 265

2.0+4-3-11] 1
J22i42  J20 20 20 10

Distanta de la punctul A la cea de a doua dreapta este AA' =
6. AC- AD — (AB + AD)-AD - AB - AD + AD'
AB-AD =1-2-cos60° =1

AD’ =2.2-c0s0° =4
—AC-AD=1+4=5

SUBIECTUL II (30p)
[ ax+bv+cz=>b

1. Pentru a.b.ce R", se considerd sistemul { cx+av+bz=a . x.v.z2e R,
1 bx+cv+az=c

w - - . . 2 2 2
Sp | a) Sase arate cd determinantul sistemului este A=(a+b+c)(a” +b~ +¢c” —ab—ac—bc).

Sp | b) Saserezolve sistemul in cazul in care este compatibil determinat.

.. L . 2 . . . . v \
5p | ¢) Stiindca a’ +b% +¢> —ab—ac—bc =0, si se arate ca sistemul are o infinitate de solutii (x, v, z).

1 .. D 2
astfel incat x™ +v- =z-1.

. ) |fa b N
2. Se considerd multimea G :{{ 0 ¢ H a,b.ce Ly,

S5p | a) Sa se determine numarul elementelor multimii G.

Sp | b) Sa se dea un exemplu de matrice A G cu proprietatea ci det A # 0 si det A2 =0.

SR
5p | ©) Sa se determine numarul solufiilor ecuatiei X~ z}l :} g | XeG.
\ J
Solutii
Subiectul 11
1.a)Determinantul sistemului este:
a b c |a+b+c b ¢ 1 b c
A=lc a b|=|a+b+c a bj=(a+b+c)l a b|=(a+b+c)(a*+b’+c’—ab—ac—hc)
b ¢ a Ja+b+c ¢ a 1 c a
. e A
b)Folosim formulele lui Cramer x = A , y=—2 , z= 4,
A A A
C
A,=|a a b|=0 deoarece determinantul are doud coloane egale
a
a b c
A, = a =A
a




b b x=0
a a|=0 siobtinem<y=1.
cC ¢ z2=0
c) a®+b’+c*—ab—ac—bc =0« 2a*+2b* +2c* —2ab—2ac—2bc =0

o (a-b) +(a—c)’ +(b-c) ' =0=a=b=c

In acest caz cele trei ecuatii din sistem devin identice si anume: X+ y+2z=1.
z=1-a-p
z=a’+p*+1

A =

z

o o 2

Dacanotam x=«a , y=/ rezulté{ Sl-a-pf=a*+[+1=p+f+a’ +a=0

“1++1-4a? - 4a

Rezulta S = > deci sistemul are in acest caz o infinitate de solutii de forma:
X=q«
y=p unde 4o’ +4a—-1<0
. ~1+1-4a’ - 4a
2

2.a)a,b,cell, = {ﬁ,i, 23} deci a,b,c pot lua fiecare cate 4 valori.
4

In total se obtin 4° =64 matrice.

b)De exemplu

A

0 2
det A> =det A-detA=2.2=0

10 A
A=|" |=detA=220

a’=1

a b a by(a b 2 10 .

)X = = X?= : _[& blaxe))_ . . |=14b(a+c)=0
0 ¢ 0 ¢c)l0 ¢ 0 c’ 0 0 2_§
Cc =

,ﬁ}deci ecuatia data are 4 solutii.



SUBIECTUL III (30p)

2
. . X 4+x+1
1. Seconsiderd functia f:R\{-1} =R, f(x)= 1
X+
Sp a) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +-- la graficul functiei f.
Sp b) Sa se calculeze f'(x).xe R\{-1]}.
Sp ¢) Sa se demonstreze cd functia f este concava pe intervalul ( —eo,—1) .

. * . . . ) ‘ . . -
2. Pentru orice ne [N se considerd functia f, 'R — R, f, (x) = sinnx| st numarl 7, = J
: m

" —f”(x) dx .
N

Sp a) Sa se calculeze L;r frlx)dx.

Sp b) Sadsearatecd [, =ln2.

. . 2( 1 1 1)
5p ¢) Sdsearatecd [, =— + +ot— |
min+l n+2 2n
Solutii
Subiectul 111
: xP X+l 8 C(CHx+1) ox4l : : L y
1.a) lim f(x)=lim ———= = lim — = lim =+ deci graficul nu are asimptota orizontala.
X—>+00 X—>+00 X+1 X—>+00 (X i 1)' X—>+00 1
Cautam asimptota oblicd de ecuatie y =mx+n.
X*+x+1 (g] ( , ),
f(x) . oxPex+1le) (XX 2x+1
m = lim ():Ilmx—*l:hmz—:llm = Jim 2 =1
X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00
o X - X oo XS+ X - (x2+x) 210 2X 41
2 2 2
. I XT+x+1 LI XTHX+H1-X" =X . 1 1
nzllm[f(x)—mx]:llm{——x}:Ilm{ }:Ilm(—J:—:O
X—>-+00 X—>-+00 X+1 X—>-+00 X+1 x—>+o\ X +1 +00

Asadar avem asimptota oblica de ecuatie y = X spre +oo si analog spre —oo.

b) f,(x):(x2+x+1J’:(x2+x+1)’-(x+1)—(x2+x+1)-(x+l)’:(2x+l)-(x+1)—(x2+x+1) _
22X 42X+ X+1-x2—x-1  x*+2x
) (x+1)? T+
c) f'f(x):(x2+2xJ' (2% (x+D)? = (X +2%) - [(x+1)] _ (2x+2) -(x+1)* =(X* +2X) -2(x+1) _
(X+1)2 (X+1)4 (X+1)4

C(2x+2)-(x+1)—2(x*+2X) _ 2X*+4x+2-2x*—4x 2
(x+1)° (x+1)° (x+1)°
concava pe acest interval.

<0 peintervalul (—oo,-1) deci functia f este



2)a) '[: f,(x)dx = I0”|sin 2x|dx = Ifsin 2xdx —J‘,;:sin 2xdx = — COSZXI: COSZZXL = %+%+%+ % =2.
2
)1, = [ == iy, < <[ Zdx=Inx"" =In2z~Inz =In2.
T X z
o)1, = de Facem schimbarea de variabila nx=t = (nx)'dx=tdt = ndx=dt.
Pentru x=7 =t=nzriarpentru x=27 = t=2nxdeci
oo s|nt| (n+1)x s|nt| (n+2)7 |s|nt| (n+3)7 |s|nt| 207 |s|nt| 1 (), .
J‘ J‘ I(n+l)7z t+ J.(n+2)7r -t I(Zn—l);z t t (n oh 1)7Z' J.nﬂ |Sln t| dt +
[ sint]dt-+——— [ fsint|dt+...+ —— [ [sint/ct
(n+1)7z o= (n+2)x S(+x 2Nz ° @2z
Calculdm
I(k+1)ﬂ|smt| dt = —COSt| =—c0oS(k +1)7z +coskz =1+1=2 pentru k numar par
si
Immqanqm_xmﬁ| =cos(k +1)z —coskz =1+1=2 pentru k numar impar.

Obtinem | 2 L+L+...+i c.c.td
n+l n+2 2n
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Examenul de bacalaureat 2009

Proba E -c¢)

Proba scrisa la matematica
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica-informatica

BAREM DE EVALUARE $1 DE NOTARE

¢ Se puncteaza oricare alte formulari/ modalitati de rezolvare corecta a cerintelor.

¢ Nu se acorda punctaje intermediare, altele decéat cele precizate explicit prin barem. Nu se acorda
fractiuni de punct.

¢ Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului total acordat
pentru lucrare la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)
1. ‘1) (o« J
:ZE‘£+—£‘:2‘ Cos—-l—isin—‘ 5
2 2 e 6) =P
\ . y
, ([ o6m .. o1
2" =2 cos—+isin— |=-2°= Rez" =—064 3p
L0
2. 1
(512)== 2p
f 2 I
1 (1Y) .
(Fo)512)= 15 |=2 »
Lo
Ecuatia devine 2sin” x—sinx—1=0, cu solutiile sinx = - §isinx =1. 3p
. T, V1 7T
Obtinem x =+ 2kr, ke Z,sau x=(-1) IE+ krx, ke Z. 2p
4. | Numadrul cerut este egal cu numérul submultimilor cu trei elemente ale mulfimii M 3p
Acesta este C, =20. 2p
5. | Punctul A(0, 3) se afla pe prima dreapta.
2p
Distanis este d(4, )= 2043 _ 135 i,
istanta este d(A, d,)= = =—. 3p
' o V22 147 v20 10 :
6.| AC.AD—(AB+AD)-AD - AB-AD+AD 3
AB-AD=1.2-cos60" =1 Ip
AC-AD=1+2"=5 Ip
SUBIECTUL al Il - lea (30 de puncte)
la) | |a b ¢ atb+c b ¢ 1 b ¢ 2p
a b|=|latb+tec a b|=(at+b+c)|l a b
b ¢ a atb+tec ¢ a l ¢ a
Barem de evaluare Si de notare 7

Probé scrisd la MATEMATICA
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
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1 b ¢
1 a b|=a"+b"+¢ —ab—ac—bc , de unde rezulti concluzia 3p
I ¢ a
b) | Observim cd x=0, y =1, =0 verifica sistemul. 3p
Cum solufia este unicd, aceasta este solutia ciutata. 2p
o) | a*+b’+c*—ab—ac—bc=0& (a—-b)Y +(a—c) +(c-b)’=0=a=b=c. 2p
Sistemul are o infinitate de solutii de forma x=a,y=f, z=1-a—-f. )
2p
1 ol 7
Putem lua f= (=1+ Nl-da” —4de), cu da +4a—-1<0. 1p
2.a) | a, b, ¢ pot lua fiecare 4 valori 3p
Avem 4’ =064 matrice. 5
2p
b) (1 0)
Luim A=| | 3p
0 2
~ b 2p
det(A) =2, det(A")=0
¢) [a D) o (a® blate)) N
X =| A |:> X" = . 0 ~p
L_\O c \ 0 c ;f
. . 7 3 . . 1 A 1]]
Ecuatia devine a” =1, b(a+c¢)=0.c" =0. 5
" a - A =p
Obtinem a € {1.3},c€ {0,2},b =0, deci existd 4 solutii

SUBIECTUL al _lll - lea

(30 de puncte)

lLa) | X)
11111f(‘)=l:>m=1 2p
=y
lim( f(x)—x) =0, deci avem asimptota oblicd y=x. 3p
X—poo
b) £ Qx+1)(x+1)— (x> +x+1)
x)= =
(x+1) 3p
X7+ 2x
' -\-} = 2 2
F =y P
c) £(x) 2 3
(x)= T Jp
‘ (x+1) I
2
f"(x)<0,¥xe& (—==,—1), deci feste concavi pe (—=o,—1) P
2.a) ||;| sin2x|dx = fgﬂ sin 2xdx — J‘;?Sin 2xdx 2p
7= —cos 2x| 72 L cos 2.\" b 2p
2 10 2
I1=2 1p
b) 27 fp(x) w1
I,=|. Td’.\' < Lr :rf_\' 3p
2z 1 ) 2
| “—dx=Inx[;"=In2 -P
L -‘. -
C) r2nT -“I t
e | sin |{H 1p
* HT I

Barem de evaluare Si de notare

Prob& scrisd la MATEMATICA

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
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= i Sim|dr+ '-rr:fr+2:7 | sint |dr+...-|—j2,:m ) |sinr|d;
< RIT t Y NI t LZNT=1T t
1 T 1 7427 | 1 2 .
I >——If" ! 51113|dr+7jm: F”T|smr |rfr‘+...+—|‘j,:m _|sint | dt
m(n+1)" ™" (n+2)° T 2pg”

. k+r, . . —_ - .
Din l‘f(, ) |sint|dt =2,Vk e Z rezultd concluzia.
L

1p

1p




