
 

 
Soluţii 

Subiectul1  

1. 24 1 24x     

Scădem 1 in fiecare membru al inegalităţii de mai sus şi obţinem 

25 23x    

Mulţimea A este { 25, 24, 23,..., 1,0,1,...,22,23}A     şi are numărul de elemente 25 1 23 49CardA     

2.Coordonatele punctelor de intersecţie dintre dreapta şi parabola date se obţin rezolvand sistemul de ecuaţii: 

2

2 1

2 3 1

y x

y x x

 


  
 

Se obţine ecuaţia de gradul doi 2 22 3 1 2 1 2 5 2 0x x x x x         care are soluţiile 1 2x   şi 2

1

2
x  . 

Pentru 1 2x   avem 1 2 2 1 3y      şi obţinem punctul (2,3)A . 

Pentru 2

1

2
x   avem 2

1
2 1 0

2
y      şi obţinem punctul 

1
,0

2
B
 
 
 

. 

Punctele de intersecţie sunt A şi B. 

3.Radicalii de ordin 3 au sens daca se extrag din orice număr real deci nu e nevoie să punem condiţii de existenţă. 

Ecuaţia dată devine: 

     
3 3 2 3 3 2 23 1 7 1 1 7 1 3 3 3 4 0 3 4 0x x x x x x x x x x x x                 . 

Obţinem 1 0x  şi 2 3 4 0x x    cu soluţiile 2 1x   şi 3 4x   . 

4. Alegem 2 numere impare din cele 5 in 
2

5 10C   moduri. 

Alegem un număr par din cele 5 in 5 moduri. 

In total sunt 
2

55 50C   de submulţimi. 

5.Fie d mediatoarea segmentului AB. 

Calculăm coordonatele mijlocului M al segmentului AB: 
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 1 2 1 2 1 3 2 4
, , 2,1

2 2 2 2

x x y y
M M M

       
    

   
. 

Calculăm panta dreptei AB: 

2 1

2 1

4 2
3

3 1
AB

y y
m

x x

 
  

 
 

Avem 
1

1
3

d AB dd AB m m m         

In acest moment cunoaştem un punct prin care trece mediatoarea (punctul M) şi panta mediatoarei. 

Ecuaţia mediatoarei se găseşte cu formula  0 0y y m x x   . 

 
1

1 2 3 3 2 3 5 0
3

: 3 5 0

y x y x x y

d x y

            

   

 

6.Folosim formula 2cos2 1 2sinx x   şi obţinem: 

2 2 21 2 1 3
1 2sin 2sin sin sin

3 3 3 3
x x x x         . 

Tinem cont de faptul că 0,
2

x
 

 
 

 unde funcţia sinus ia doar valori pozitive şi rezultă că 
3

sin
3

x   

 
Subiectul 2  

1.a)Folosim proprietăţile determinanţilor: 

   

   

     
   

 

           

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

22 2

2 2

2 22 22 2 2 3

1 1 1 1 1 0 0

det 1 1 1 1 1

1 1 1

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

m m

A m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m

m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m

m m m m m m m m m

         

 

          

     

              

 

 Prima dată am adunat ultimele două linii la prima şi am dat factor comun pe prima linie  21 m m  ; 

 Am scăzut prima coloană din ultimele două ca să obţinem zerouri pe prima linie; 

 Am dat factor comun pe coloanele a 2-a şi a 3-a pe  1m ; 

 Am calculat determinantul rămas cu regula triunghiului; 
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 Am aplicat formula de calcul prescurtat   2 2 3 3a b a ab b a b     . 

Mai departe avem  
2

3 31 0 1 1m m m       . 

b) Presupunem prin reducere la absurd că ar exista o valoare a lui m pentru care sistemul dat are o soluţie 

 0 0 0, ,x y z  formată cu numere strict pozitive. 

Sistemul dat fiind omogen cu soluţie nenulă rezultă că determinantul său este egal cu 0 de unde obţinem conform 

punctului a) că m=1. 

Pentru m=1 sistemul dat este format de fapt cu o singură ecuaţie şi anume 0x y z   . 

Această ecuaţie nu poate avea o soluţie formată cu trei numere strict pozitive , contradicţie cu presupunerea făcută. 

c) Pentru m=1 matricea asociată sistemului este 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
 
 
 
 

 şi are rangul 1. 

Pentru 1m   avem  

2

2
2 3

2

1

det 1 1 0

1

m m

A m m m

m m

      şi deci rangul matricei sistemului este 3 in acest caz. 

In concluzie , rangul matricei sistemului este diferit de 2 pentru orice număr real m. 

2.a)Membrul stang din asociativitate este: 

       

   

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
1 2 2 3

4 4

x y z x y xy z x y xy z x y xy z

x y xy z xz yz xyz z xyz x y z xy xz yz

   
                     

   

                 

 

Membrul drept din asociativitate este: 

       

   

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
2 1 2 3

4 4

x y z x y z yz x y z yz x y z yz

x y z yz xy xz xyz x xyz x y z xy xz yz

   
                     

   

                 

 

Obţinem că    , , ,x y z x y z x y z R        deci legea de compoziţie dată este asociativă. 

b) Condiţia de element neutru este ,x e e x x x R       

 
1

1 ,
2

x e x e xe x x R         

   

  

1 2 ,

1 0,

1 1 0,

1 1 0,

x e xe x x R

x e xe x R

x e e x R

e x x R

     

      

      

     

 

In concluzie legea dată are element neutru 1e   . 

c)Legea dată se mai poate scrie astfel: 

           
1 1 1 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1
2 2 2 2

x y x y xy x y y y x x y                          

 
21

1 1
2

x x x     

     
2 31 1 1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 4

x x x x x x
 

           
 

 

Ecuaţia dată devine    
3 31

1 1 3 1 8, 1 2 3
4

x x x R x x             

. 
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  

    

(1,0)B  

 
Subiectul 3 

1.a) 
 
 

 

 

33 2

3 2
3

3 23 2 3 3
lim lim lim lim 1

3 2 3 3
3 2

x x x x

x xf x x x x

f x x x x
x x

 
 
 

   


   

    
     

  

. 

b)   23 3,f x x x R      

Pe intervalul  1,1  avem   0f x   deci funcţia este descrescătoare pe acest interval. 

c) Ecuaţia   0f x   are soluţiile 1 1x   şi 2 1x   . 

       1 0, 1 4, lim , lim
x x

f f f x f x
 

        

Tabelul de variaţie al funcţiei este : 

 

 

 

                          +  +  +  +  + +      -  -   -   -   -   -        +  +  +  +  +  +  + 

 

 

Graficul funcţiei este ca in figura următoare: 

 

 

 

 

 

Numărul de rădăcini ale ecuaţiei f(x)=m este dat de numărul 

punctelor de intersecţie dintre  graficul funcţiei f şi  

dreapta orizontală de ecuaţie y=m reprezentată pe figură  

printr-o dreaptă roşie. 

Dacă  0,4m dreapta orizontală intersectează graficul in  

trei puncte distincte deci ecuaţia f(x)=m are trei soluţii. 

 

 

 

2.a)    
1

3 521 1
2 2 4

2
0 0

0

2 1 15 10 3 8
1 1 2 2 1

3 5 3 5 15 15

x x
I x dx x x dx x

    
               

  
   

b)Demonstrăm că şirul este monoton şi mărginit: 

 

  x 

( )f x  

-1 

0 

1 

( )f x  
0 

0 

4 

( 1,4)A   
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Monotonia 

           

   


11 1 1 11
2 2 2 2 2 2

1
0 0 0 0

1
2 2

0

1 1 1 1 1 1 1

1 0

n n nn n

n n

n

I I x dx x dx x x dx x x dx

x x dx

 





              
  

   

   

 

 

Deci şirul  
1n n

I


 este strict descrescător. 

Mărginirea 

1, 1nI I n    deoarece şirul este descrescător. 

 
1

2

0
1 0, 1

n

nI x dx n      

Rezultă că 10 , 1nI I n    deci este mărginit. 

Conform teoremei lui Weierstrass şirul este convergent. 

c)    
1 1

2 2

0 0
1 1

n n

nI x dx x x dx       

Folosim mai departe metoda integrării prin părţi şi avem: 

             

   

1 1 1 11 1 1
2 2 2 2 2 2

0 0 00

1 1
2 2

1
0

1 1 2 2 1 2 1 1 1

2 1 1 2 2

n n n n

n n

n n

x x x n x x dx n x x dx n x x dx

n x x dx nI nI

  





               

        
  

  



 

Am obţinut 12 2n n nI nI nI     de unde trecand dintr-un membru in altul avem   11 2 2n nn I nI   . 
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