Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Centrul National de Evaluare si Examinare
Examenul de bacalaureat 2012
Proba E. ¢)

Proba scrisa la MATEMATICA

Model
Filiera teoretici, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematici - informatica.
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
¢  Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
*  La toate subiectele se cer rezolvari complete.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Determinati numarul elementelor mulfimii 4 = {.*r - Z‘ lx+1[< 24} :
- . . - . . 2 -
Sp | 2. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei y=2x—1 cu parabola vy =2x~ —3x+1.
= - . Y P
Sp | 3. Rezolvati. in mulfimea numerelor reale. ecuatia 4/1+7x =1+ x.
5p | 4. Se considerd multimea 4 ={1.2.....10} . Determinati numarul de submultimi cu 3 elemente ale
multimii 4. submultimi care contin exact 2 numere impare.
Sp | 5. Determinati ecuatia mediatoarei segmentului [4B]. unde 4(1.-2) si B(3.4).
N AN 1 .
5p | 6. Stiind ca x| 0.7 s1 cos2x =—, calculafi sinx.
\ & 2
Solutii
Subiectull

1. 24<x+1<24

Scadem 1 in fiecare membru al inegalitatii de mai sus si obfinem

—25<x<23

Multimea A este A={-25,-24,-23,...,—1,0,1,...,22,23} si are numarul de elemente CardA=25+1+23=49

2.Coordonatele punctelor de intersectie dintre dreapta si parabola date se obtin rezolvand sistemul de ecuatii:
y=2x-1

{ y=2x*-3x+1

Se obtine ecuatia de gradul doi 2x”* —3x+1=2x—1<>2x*—5x+2=0 care are solutiile X, =2 si X, = % .
Pentru x, =2 avem Yy, =2-2—-1=3 si obtinem punctul A(2,3).
Pentru x, =% avem y, =2- ; —1=0 si obtinem punctul B [%,OJ.

Punctele de intersectie sunt A si B.
3.Radicalii de ordin 3 au sens daca se extrag din orice numar real deci nu e nevoie sa punem conditii de existenta.
Ecuatia data devine:

3
(«3/1+7x) =(1+x) @1+ 7x=1+3x+3* + X’ & X’ +3 - 4x =0 = x(x2 +3x—4)=0.
Obtinem X, =0si X* +3x—4=0 cu solutiile X, =1 i X, =—4.
4. Alegem 2 numere impare din cele 5in CZ =10 moduri.
Alegem un numar par din cele 5 in 5 moduri.

In total sunt 5-CZ =50 de submultimi.

5.Fie d mediatoarea segmentului AB.
Calculam coordonatele mijlocului M al segmentului AB:
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Calculam panta dreptei AB:
Mg :uzﬂzg

X,—% 3-1
Avemd L AB=m, -m,; =-1=m, :_%

In acest moment cunoastem un punct prin care trece mediatoarea (punctul M) si panta mediatoarei.
Ecuatia mediatoarei se gaseste cu formula y —y, =m(X—X,).

y—lz—%(x—z)c>3y—3:—x+2<:>x+3y—5:0

=d:x+3y-5=0
6.Folosim formula cos2x =1—2sin”*x si obtinem:

o[t

1:1—25in2x:>23in2x=%:>sin2x:%:>sinx:i

3

. 5 T S NPT S
Tinem cont de faptul cad x € (O, E) unde functia sinus ia doar valori pozitive si rezultd ca sin X = 3

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

x+my+mz=0

. - - .. 2 -
1. Se considerd sistemul de ecuatiit smx+m~y+z=0.unde meR.

m-x+y+mz=0

5p | a) Determinati valorile lui m pentru care determinantul matricei sistemului este nul.

Sp | b) Ardtati ca. pentru nicio valoare a Iui m . sistemul nu are o solutie (xy.y.25) €U Xp. V.2
numere reale strict pozitive.

5p | ©) Ardtafi cd rangul matricei sistemului este diferit de 2. oricare ar fi m e R

. - .. 1,
2. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x«y = Sy +y—xa+ 1).

i

h

p | a) Verificati dacd legea de compozitie .+ este asociativa.

n

P | b) Aratati ca legea de compozitie .+ admite element neutru.

5p | ©) Rezolvati ecuatia x=x*x=3.

Subiectul 2
1.a)Folosim proprietatile determinantilor:
1 m m? 1 1 1 1 0 0
detA=lm m’ 1|=(l+m+m?*)lm m?* 1 :(1+m+m2) m m’-m 1-m|=
m> 1 m m> 1 m m> 1-m> m-m?
1 0 0 1 0 0
=(1+m+m*)m  m(m-1) 1-m :(1+m+m2)(m—1)2 m m ~1|=
m’> (1-m)(1+m) m(1-m) m* —(1+m) -m

2

= (L+m+m?)(m-1)° (-m? ~1-m) =~ (L+m+m?)’ (m-1)" = —(m* - 1)
e Prima data am adunat ultimele doua linii la prima si am dat factor comun pe prima linie (1+ m+ mz) ;

e Am scazut prima coloana din ultimele doua ca sa ob{inem zerouri pe prima linie;
e Am dat factor comun pe coloanele a 2-a i a 3-a pe (m —1);

e Am calculat determinantul ramas cu regula triunghiului;



e Am aplicat formula de calcul prescurtat (a—b)(a’+ab+b*)=a’-b.

. 2
Mai departe avem —(m°~1)" =0=>m’=1=m=1,
b) Presupunem prin reducere la absurd ca ar exista o valoare a lui m pentru care sistemul dat are o solutie
(XO, Yo ZO) formata cu numere strict pozitive.

Sistemul dat fiind omogen cu solutie nenula rezulta ca determinantul sau este egal cu 0 de unde obtinem conform
punctului a) ca m=1.

Pentru m=1 sistemul dat este format de fapt cu o singura ecuatie si anume X+Yy+2z=0.

Aceasta ecuatie nu poate avea o solutie formata cu trei numere strict pozitive , contradictie cu presupunerea facuta.

111
) Pentru m=1 matricea asociata sistemului este |1 1 1| si are rangul 1.
111
1 m m
Pentru m=1avem detA=m m?* 1|=—(m’ —1)2 #0 si deci rangul matricei sistemului este 3 in acest caz.
m> 1 m

In concluzie , rangul matricei sistemului este diferit de 2 pentru orice numar real m.
2.a)Membrul stang din asociativitate este:

(x*y)*z=(%(x+ y—xy+1))*z:%[%(x+ y—xy+1)+z—%(x+y—xy+1)-z+1}:

:%(x+ y—xy+1+22—xz—yz+xyz—z+2):Lll(xyz+x+ y+2Z—Xy—Xz-yz+3)
Membrul drept din asociativitate este:

x*(y*z):x*(%(y+z—yz+1)j:%[x+%(y+z—yz+1)—x-%(y+z—yz+1)+1}:

:%(2x+y+z—yz+1—xy—xz+xyz—x+2):%(xyz+x+y+z—xy—xz—yz+3)

Obtinem ca (x*y)*z=x*(y*2),VX, Y,z €R deci legea de compozitie data este asociativa.
b) Conditia de element neutru este Xx*e=e*x=X,VXeR
x*e:%(x+e—xe+1)=x,VXeR

X+e—xe+1=2x,VxeR

< x—e+xe-1=0,vxeR

< x(1+e)—-(1+e)=0,vxeR

< (1+e)(x-1)=0,vxeR

In concluzie legea datd are element neutru e =—1.
c)Legea data se mai poate scrie astfel:

x*y:%(x+ y—xy—1+2):%[x(l— y)—(1- y)+2]:%[(l— y)(x—l)+2]:1—%(x—1)(y—1)
x>x<x:1—;(x—1)2

x>1<x>x<x:1—%[1—%(x—1)2 —1}(x—1):1+%(x—1)3

Ecuatia data devine 1+%(x—1)3 =3&(x-1)’ =8 xeR=>x-1=2=x=3



SUBIECTUL al III-lea

(30 de puncte)

P 3y+2.

1. Se considerd functia f:R—>R. f(x)=x
5p | a) Calculati lim Sx) .
X—+0 f(—x)

5p | b) Demonstrati ca functia feste descrescatoare pe intervalul [—1.1] :

5p | ¢) Determinati . € R pentru care ecuatia f(x)=m are trei solutii reale distincte.

1. s
2. Se considerd sirul (7,,) .7, = Jo(l —x7) dx.

th

P | a) Calculati 7, .

th

P | b) Demonstrati ca sirul (Z,) _ este convergent,

5P | ¢) Demonstrati ¢d (2n+1)I, =2nl,_;. pentru orice n=2.
Subiectul 3

1.a) fim ) _ jjy X =342 @ i C342) L a3

ke f(=X) o 343X +2 X_)+w(—x3+3x+2), e 3x2 13

b) f'(x)=3x*-3 ¥xeR

Pe intervalul [—1, 1] avem f’(x) <0 deci functia este descrescatoare pe acest interval.
c) Ecuatia f’(x)=0 are solutiile x, =1 si x, =-1.

f(1)=0,f(-1)=4, XIer!O f (x)=—x, XILIEO f(X)=+x

Tabelul de variatie al functiei este :

X —0 -1 1 +00
f'(x) +++++40 - - - - - 0O+ 4+ 4+ 4+ ++ +
—0 4 0 +00

Graficul functiei este ca in figura urmatoare:

Numarul de radacini ale ecuatiei f(x)=m este dat de numarul /:\\

punctelor de intersectie dintre graficul functiei f si / ! N\

dreapta orizontala de ecuatie y=m reprezentata pe figura B(1,0)

printr-o dreapta rosie.
Daca me (0, 4) dreapta orizontald intersecteazd graficul in
trei puncte distincte deci ecuatia f(x)=m are trei solutii.

2a)l, = Jj(l— xz)zdx = '[01(1— 2X% + x“)dx = [x— 2%3+X€5J

b)Demonstram ca sirul este monoton i marginit:

15

' ( 2 1) 15-10+3 8
= =+ = =
0

v



Monotonia

| ., — f (1-x* 1dx—fol(l—xz)ndx:_|.01[(1—x2)n+1—(1—xz)n}dx=I01(1—x2)n(1—x2—1)dx:

—j 1 x) dx<0

Deci sirul (In)nﬂ este strict descrescator.
Marginirea
I, <1,Vn2>1 deoarece sirul este descrescator.
1 n
l, :I (1—x2) dx>0,vn>1
0
Rezulta ca 0< 1, <1,,Vn >1deci este marginit.
Conform teoremei lui Weierstrass sirul este convergent.

c) I, =I:(1—x2)n dx =I:x'(1—x2)ndx =

Folosim mai departe metoda integrarii prin parti si avem:

=x(1-x2) l —Ex n(1-x?)" (~2x)dx = —ZnI:(—xz)(l— x2)" dx = —2n'[01(1— x2 1) (1-x%)" dx =

- —ZnI:[(l— x2)n -(1- xz)nl}dx =-2nl_+2nl_,

Am obtinut |, =-2nl_+2nl,_, de unde trecand dintr-un membru in altul avem (1+2n)1, =2nl




Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat 2012
ProbaE. ¢)
Proba scrisa la MATEMATICA
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Model
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica - informatica.
® Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
* Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
e Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut Ia 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. | 24<x+1<24 2p
—-25<x<23 1p
Card A =49 2p
2| 2x—1=2x%—3x+1 1p
1
x=2.x =3 2p
. : U
Punctele de intersectie sunt (2,3) si (:.0) 2p
3ol 147x=1+3x+3x7 447 1p
X(x* +3x-4)=0 1p
.\'1 =0. .\'2 =1. .\'3 =4 3[)
4. Alegem 2 numere impare din cele 5 in €7 =10 moduri 2p
Alegem un numdr par din cele 5 in 5 moduri Ip
Sunt 50 de submultimi 2p
5. | Mijlocul segmentului are coordonatele (2.1) 1p
. . 1
Dreapta 4B are panta 3, deci mediatoarea are panta —— 2p
il
: . : I 5
Ecuatia mediatoarei este y=——x+— 2p
2 2
6. .2 1
cos2y=1-2sm"x=— 2p
. 1
sinx = i? 2p
2
(T . 1 1
.\‘E‘ 0.— =siny= P
\ 2 J ‘\/g
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 1 mm’
A=lm m> 1]|= —(ms - 1)3 3p
m* 1 m
Finalizare:m =1 2p
b) | Daca sistemul are solutii nenule, atunci A =0 2p
In acest caz, sistemul se reduce la x+y+z=0 1p
Aceasta ecuatie nu are solutii cu toate componentele strict pozitive 2p
¢) | Pentru m =1. rangul este 1 2p
Pentru m = 1. rangul este 3 3p
Proba scrisd la Matematica Model

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real. specializarea matematica - informatica.

Filiera vocationald. profilul militar, specializarea matematici - informatica.
1



Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Centrul National de Evaluare si Examinare

2.a | . 1
) (x#y)sz= Z(r -D(y-D(z-D+1si xx(y*z)= Z(x -D(y-D(z-1)+1 4p
Finalizare: legea este asociativa 1p
b) | Trebuie s arftam cd existd e R astfel incat x*e=e*x =, pentru orice xR 1p
xre=xy S x+e—xe+l=2xr=(e+D)(x-D=0YxeR.deci e=-1 3p
Verificarea relatiel (-D*x=x.YxeR 1p
0 X =337 +3x+3 .
XFyYFE X ="7-""—""" " =p
4
Ecuatia x#x#*x =3 este echivalentad cu (x—3) (_'.xr3 + 3'] =0=>x=3 3p
O
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
La) | pex)=—x* +3x+2 2p
3 -
lim %M =-1 3p
x+® —x7 +3x+2
b) f(x)=3x"-3 2p
f(x)<0.vxe[-L1]= f este descrescatoare pe [-1.1] 3p
O | f(1)=0.f(-1)=4. lim f(x)=+%. lim f(x)=-= 2p
X—r+ ' X——
Din studiul variatiei functiei deducem ca ecuatia f(x)=m are trei solutii reale distincte
. o 3p
daca si numai daca m < (0,4)
2.2) 1 1, 1 4
_ _" 2 _ )
I, = Jo ldx _JO x“dx + Jox dx = 1p
/ 35
PR ]_
e 2x7 x| _ 3p
\ 3 50
8
15 P
b) ) 23 - . -
1, -1,,,= Jor (I1-x7)"dx =0 pentru orice n, deci sirul este descrescator 3p
I, = 0. deci sirul este mérginit inferior 1p
Finalizare 1p
) y.n (1 1 , 1
1, =x(1-x") \0 —F}JO.\‘(I—.\‘_) (-2x)dx= Zp
1r 24 ¥ ’ s
—-_" | - | _ n-1 - lp
_HJO_(] x7) l_ (I-x7)" "dx
=-2nl,+2nl,_, = (2n+1)I,=2nl,_;.Ynz=2 2p
Proba scrisd la Matematica Model

Barem de evaluare si de notare

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd - informatica.

Filiera vocationald. profilul militar, specializarea matematicd - informatica.
el

“



