
 
Soluţii 
Subiectul1  

1.    1 1;3 0;2x x     deci  0;2M   

2. – rezolvare diferitǎ de cea din barem 

Folosind relațiile lui Viete obținem: 
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Condiția datǎ în enunț devine: 
2 2
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1 1 2 2
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3. Condiție de existențǎ 2 0 2x x     

 
2

2

2

2

x x

x x

 

 
 

2 2 0x x    care are soluțiile 1 1x   și 
2 2x   . 

Doar 
1 1x   verificǎ ecuația datǎ în enunț (la ecuațiile iraționale verificarea soluțiilor este obligatorie). 

4.  2 2 2log 1,log 2,..., log 20A  

Mulțimea A are 20 de elemente deci sunt 20 de cazuri posibile. 

Numerele naturale din mulțimea A sunt: 

2

2

2

2

2

log 1 0

log 2 1

log 4 2

log 8 3

log 16 4











 

deci sunt 5 cazuri posibile. 

5 1

20 4

numarcazurifavorabile
P

numarcazuriposibile
    

5. Mijlocul segmentului MP este 1 2 1 2 0 1 2 1 1 3
, , ,

2 2 2 2 2 2

x x y y
A A A

        
     

    
 

Panta dreptei MP este 2 1

2 1

1 2
1

1 0
MP

y y
m

x x

 
   

 
. 

Dacǎ d este mediatoarea segmentului MP atunci din 1 1d MP dd MP m m m        

Ecuația mediatoarei se calculeazǎ cu formula  0 0y y m x x    

3 1 3 1 3 1
1 0 1 0 1 0

2 2 2 2 2 2
y x y x y x x y x y

 
                     

 
 

: 1d y x  . 

6. Folosim teorema sinusurilor 2
sin sin sin

a b c
R

A B C
    

0 0

5 2 5 2 2
10 2 10

1sin sin sin 45 sin 30 22

22

BC AB BC BC
BC

A C
          
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Subiectul 2  

1.a)  

1 2 4

0 1 0 1

0 1 3

M

 
 

   
 
 

 

  
1 2 4

det 0 1 0 1 0 4 0 0 1 6 3

0 1 3

M            

b) Sistemul are soluție unicǎ dacǎ și numai dacǎ   det 0M m   

   2 2

1 2 4

det 1 1 3 4 2 4 1 6 4 3

1 3

M m m m m m m m

m

              

  det 0 1M m m    sau 
3

4
m    deci sistemul are soluție unicǎ pentru 

3
\ ,1

4
m R

 
  

 
. 

c) Pentru 1m  un determinant principal al sistemului este 
1 2

1 2 3 0
1 1

   


 deci matricea asociatǎ 

sistemului are rangul 2. 

Determinantul caracteristic este 

1 2 5

1 1 2 4 5 4 5 2 8 0

1 1 4

          deci sistemul este compatibil 

simplu nedeterminat. 

Primele douǎ ecuații sunt principale iar x și y sunt necunoscute principale. 

Notǎm necunoscuta secundarǎ z  . 

2 5 4

2

x y

x y





  

   

 care se poate rezolva prin metoda reducerii și rezultǎ cǎ sistemul inițial are soluția  
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3 2

1 ,

x

y C

z



 



 


  
 

. 

Cǎutǎm soluția  0 0 0, ,x y z  care îndeplinește condiția  
22

0 0 04y x z  . 

   2 24 1 3     care conduce la 23 2 5 0    .Rezultǎ 1    sau 
5

3
  . 

Pentru 1    obținem soluția  5,2, 1  iar pentru 
5

3
   obținem 

1 2 5
, ,

3 3 3

 
  
 

. 

2.a) 
1 1 1 3 6 1 3 3 9 3 1 3 3 3 3

3 2 2 4 4 3 2 2 4 2 3 2 2 2 2
x y xy x y xy x y x y y

      
                      

      
 

1 3 3 3
, ,

3 2 2 2
x y x y R

  
      

  
 

b) Se folosește formula de la punctul a) 
2

1 3 3

3 2 2
x x x

 
    

 
 

2 3
1 3 3 1 3 3

3 2 2 9 2 2
x x x x x x

    
            

     

 

Ecuația de la punctul b) devine: 
3

3

2

1 3 3

9 2 2

1 3 3
0

9 2 2

3 1 3
1 0

2 9 2

3 1 3 1 3
1 1 0

2 3 2 3 2

x x

x x

x x

x x x

 
   

 

   
      

   

    
       

     

        
             

        

 

Egalând fiecare parantezǎ cu 0 se obțin soluțiile 1

3

2
x  , 2

3

2
x    și 3

9

2
x  . 

c) Aflǎm elementul neutru al legii de compoziție 

,

1 3 3 3
,

3 2 2 2

1 3 3 3
0,

3 2 2 2

3 1 3
1 0,

2 3 2

x e e x x x R

x e x x R

x e x x R

x e x R

     

  
       

  

    
          

    

    
         

    

 

1 3 3 9
1 0 3

3 2 2 2
e e
 

        
 
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Presupunem, prin reducere la absurd, cǎ existǎ un numǎr natural n  al cǎrui simetric în raport cu legea 

de compoziție   este tot numǎr natural n . 

9

2

1 1 1 9 9

3 2 2 4 2

1 1 1 9

3 2 2 4

4 6 6 27

n n n n

nn n n

nn n n

nn n n

     

    

   

   

  

S-a ajuns la o contradicție deoarece membrul stâng este par iar membrul drept este impar. 

Rezultǎ cǎ presupunerea fǎcutǎ este falsǎ, deci nu existǎ niciun numǎr n  al cǎrui simetric în raport cu 

legea de compoziție   sǎ fie tot numǎr natural. 

 

 
Subiectul 3 

1.a)        
 2

2 2

2 2

1 2 1
ln 1 ln 1 1 1

1 1

x x x
f x x x x x x x

x x x x


   

             
   

 

 2 2

2 2 2

11 2 1
,

1 1 1

x xx x x x x
x R

x x x x x x

    
   

     
 

b) Dreapta datǎ în enunț are panta 
1

7
m   . 
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Pentru a determina abscisele punctelor de pe grafic în care tangenta este paralelǎ cu dreapta datǎ trebuie 

sǎ rezolvǎm ecuația  
1

7
f x   . 

 
2

1 1

1 7

x x

x x


 

 
 

   2

2

7 1 1

8 6 1 0

4

x x x x

x x

    

  

 

 

Se obțin soluțiile 1

1

2
x   și 2

1

4
x  . 

c) Funcția datǎ este continuǎ. 

Se face tabelul de variație al funcției. 

    2lim lim ln 1
x x

f x x x x
 

         

    
   

 
2

2
ln 1

lim lim ln 1 lim 1 1 0
x x x

x x
f x x x x x

x



  

  
           
 
 

 deoarece 

     

 

22

2
2

ln 1ln 1 2 12 1 2 2
lim lim lim lim lim 0

1 2 1
1

x x x x x

x xx x xx

x x x x x
x x

    
   
    

    

           
    

 

 

 
 

 2

1
0 0 1 0

1

x x
f x x x

x x


      

 
 care are soluțiile 1 0x   și 2 1x  . 

 

 

0 0 ln1 0

1 1 ln 3

f

f

  

 
 

 

2

2

3

ln ln 3 ln

1 ln 3 2 1 ln 3 1,0

2 ln 3 1

1 1 ln 3 0

e e

e e

 


  


     
    


    


 

x                     0                      1                         

 f x  +  +  +  +  +  + 0-  -  -  -  -  -  -0 +  +  +  +  +  +  +   

 f x                     0                  1 ln3                    

 

Din tabel se observǎ cǎ f este strict descrescătoare pe (0,1) și f este strict crescătoare pe  1,  , deci, pentru 

fiecare n N   , ecuația  f x n   nu are nicio soluție în  0, . 

Funcția f este strict crescătoare pe  ,0   pentru fiecare n N   , ecuația  f x n   are soluție unică în 

 ,0  deci pentru fiecare n N   , ecuația f (x) + n = 0 are soluție unică (negativǎ). 

2.a)  
2

2 2 2
2 2 2

0 0 0
0

2 0
2

2 2 2

x x

x

x x
e f x dx e dx xdx

e
         
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b) Funcția datǎ este negativǎ pe intervalul  1,0  și pozitivǎ pe intervalul  0,1  

   
1 2

1 0 1

1 1 0

2 2
1 1 2x x

I I

Aria f x dx xe dx xe dx
e e

 

 
             

   
0 0 00 0

1 1 11 1 1
1 1x x x x xI xe dx x e dx xe x e dx e e e e    

   

               

 
1 1 11 1

1

2 0 00 0 0

1 1 2
1 1x x x x xI xe dx x e dx xe x e dx e e

e e e

                       
 

    

c)          
1 1 1

1

0 0 0
2 2 2 2n n n x

n x

x
n I n x f x dx n x dx n x e dx

e

          

     
1 1 1 11

1 2 2 2 2

00 0 0 0

1
2 n x n x n x n x n xn x e dx x e dx x e x e dx x e dx

e

          
           

S-a obținut  
1

2

0

1
2 n x

nn I x e dx
e

           (*) 

Dacǎ 0 1x   rezultǎ 
1

1xe
e

  . 

2 2 21 n x n nx e x x
e

      

Integrând pe intervalul  0,1  obținem  

1 1 1
2 2 2

0 0 0

1 n x n nx dx e x dx x dx
e

        

1
3

1
2

0
0

1

3 3

n
n x

x dx
n n


  

   și deci 
1

2

0

1 1
lim lim 0

3

n

n n
x dx

n



 
  

   

Din criteriul cleștelui rezultǎ 
1

2

0
lim 0x n

n
e x dx 


 . 

Trecǎnd la limitǎ când n  în relația (*) rezultǎ  
1

lim 2 n
n

n I
e

   
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