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Ministerul Educatiei Nationale
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2019
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info
Model

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

SUBIECTUL I — Scrieti, pe foaia de examen, rezolvarile complete. (30 de puncte)

3 -
x+1 _

) . . . .. .. 2 - . .
Sp | 2. Se considera x; st x, solutiile ecuatiel x” —mx—1=0. unde m este numar real. Determinati

S5p | 1. Determunati elementele multimii M = {xe Z

xf—l x%—l
+

numdarul real m, stiind ca =2.

X Xr

Sp | 3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia J2—x-x=0.

Sp | 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea A= {log3 n ‘ neN  n< 20} . acesta s
fie numar natural.

Sp | 5.In reperul cartezian xOy se considerd punctele M (0,2) si P(L1). Determinati ecuatia
mediatoare1 segmentului MP .

Sp | 6.Se considerd triunghiul ABC cu AB=52. m(<%d)=45° si m(«C)=30°. Determinati

lungimea laturii BC .

Solutii

Subiectull

1. x+1e{1;3} = xe{0;2} deci M ={0;2}
2. —rezolvare diferita de cea din barem
Folosind relatiile lui Viete obtinem:

b -m
X1+X2:——:—T:m
c -1
X:—:—:—l

XX, a1
Conditia datd in enunt devine:
X £+x22 1_
X o4 X% X
1
——+X——=2
g @
@+g—&+& 2
XX,
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3. Conditie de existentd 2—X>0<>X<2
J2-x =X
2
( 2— x) = x*
X? +x—2=0 care are solutiile X, =1 si X, =-2.
Doar x, =1 verificd ecuatia datad in enunt (la ecuatiile irationale verificarea solutiilor este obligatorie).

4. A={log,1,1log, 2,...,log, 20}

Multimea A are 20 de elemente deci sunt 20 de cazuri posibile.
Numerele naturale din multimea A sunt:

log,1=0

log,2=1

log,4=2

log,8=3

log,16 =4

deci sunt 5 cazuri posibile.

p_ numarcazurifavorabile 5 1

numarcazuriposibile "2 4
5. Mijlocul segmentului MP este A(Xl ; X , ity j = A(%Ej — A(l,é)

2 2 2 2
Panta dreptei MP este m,,, = Yoo¥ 122 1.
X, =% 1-0
Dacd d este mediatoarea segmentului MP atuncidin d L MP =m, -m,,, =-1=m, =1

Ecuatia mediatoarei se calculeaza cu formula y—y, =m(Xx—Xx,)

3 1 3 1 3 1
—=llX——|=2y-——=X——==2>yY——=X+—=0=>-X+y-1=0=x-y+1=0
=3 [ 2) YT XTI TS y y
d:y=x+1.
sinA sinB sinC
BC AB __ BC 52 BC:S\E:BCle«/ﬁ-g:lO

6. Folosim teorema sinusurilor

- = = =
sinA sinC ~sin45°  sin30° Q 1
2 2
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SUBIECTUL al II-lea — Scrieti, pe foaia de examen, rezolvarile complete. (30 de puncte)
1 2 4 x+2y+4z=5
1. Se considerd matricea M (m)=| -1 m —1| sisistemul de ecuatii { —x+my—z=-2 ., unde m
m 1 3 Cmx+y+3z=4

este numar real.
a) Aratati ci det(M (0))=3.

b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are solutie unica.

7 I
= T

-

¢) Pentru m =1, determinati solutiile (x,.1,.2,) ale sistemului pentru care 437 = (x, +2,)".

7))
=

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd, cu element neutru,

1 1 9
xry=—ay——(x+y)+-.
3 2 4

n
=

3 2

p | b) Determinati numerele reale x pentru care x#x*x=x.

. 1 3 3) 3 . .
a) Demonstratica x*y=—| x—— || y——= + . pentru orice numere reale x si y.

n

5p | ¢) Demonstrati ca nu exista niciun numar natural » al carui simetric in raport cu legea de compozitie
.. %77 sa fle numar natural.

Subiectul 2
1 2 4

la) M (O) =-1 0 -1
0 1 3
1 2 4

det(M(0))=|-1 0 -1=0-4-0-0+1+6=3
0 1 3

b) Sistemul are solutie unic# daci si numai daca det(M (m))=0
1 2 4

det(M(m))=|-1 m —1=3m-4-2m—4m’+1+6=—-4m’+m+3
m 1 3

det(M(m))=0<>m=1 sau m= —% deci sistemul are solutie unicd pentru m € R \{—%l} :

c) Pentru m=1 un determinant principal al sistemului este

‘ =1+2=3%0 deci matricea asociata

sistemului are rangul 2.

1 2 5
Determinantul caracteristic este |-1 1 -2/=4-5-4-5+2+8=0 deci sistemul este compatibil
1 1 4

simplu nedeterminat.

Primele doua ecuatii sunt principale iar X si 'y sunt necunoscute principale.
Notdm necunoscuta secundard z =« .

{x +2y=5-4a

5 care se poate rezolva prin metoda reducerii si rezultd ca sistemul initial are solutia
—X+y=a-
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X=3-2a
y=1l-a ,aeC.

L=

Cautim solutia (%, Yy,Z,) care indeplineste conditia 4yZ = (%, +2,) .

4(1-a) 2= (3—05)2 care conduce la 3a? —2a—-5=0 .Rezulti o =—1 sau a =

Pentru « =—1 obtinem solutia (5,2,—1) jar pentru « :g obtinem (—%,—%,g
23.) X*y—lxy_ix_1y+§+§—l Xy_Ex_§y+g +§—£ X y_E _E y_§ +§_
' 3° 2 2° 4 4 3 2 27 4) 2 3 2) 2\" 2)| 2

—l(x—ﬁj(y—ﬁ}rg X,yeR
3 2 2) 27

b) Se foloseste formula de la punctul a)

1/ 3Y 3
X¥X==| X—=| +—=
307 2) 2

1( 3)2 3 1( 3)3 3
X¥X*¥X=|=| X==| += [¥*X==| X—= | +=
307 2) 2 ol 2) 2

Ecuatia de la punctul b) devine:

1 3]3 3
—|X—=| +==X
al” 2) 2

{23
a2

. . 3 .
Egaland fiecare paranteza cu 0 se obtin solutiile X, = > X, =—— sl X3 =

;/wlm

N | ©

) Aflam elementul neutru al legii de compozitie
Xke=e*X=X,VXeR

e e 3) o
S o Prome
2B

:l(e—gj—120:>e=3+
3 2

N | W
N | ©
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Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd un numar natural n al carui simetric in raport cu legea
de compozitie * este tot numar natural n’.

9
=n*n'=n"*n=—

2
1 , 1 1, 9 9
nn'-=n-=n'+=-==
3 2 2 4 2
1,1 1,09
=nn'-=n-=n'==
3 2 2 4

4nn'—6n-6n"=27

S-a ajuns la o contradictie deoarece membrul stang este par iar membrul drept este impar.

Rezultd cd presupunerea facuta este falsa, deci nu existd niciun numar n al carui simetric in raport cu
legea de compozitie * sa fie tot numdr natural.

SUBIECTUL al ITI-lea — Scrieti, pe foaia de examen, rezolvirile complete. (30 de puncte)

‘ 1. Se considera funcfia /R - R, f(x)=x~- 111(.\‘2 +x+ l).

o x(x-1) ‘
a) Aratatica f'(x)=———. xeR.
x“+x+1
Sp | b) Determinati abscisele punctelor situate pe graficul functiei / in care tangenta la graficul functiel

Sp

- . 1
[ este paralela cu dreapta de ecuatie y=——x+2.

5p | ©) Demonstrati ca pentru fiecare numar natural nenul 7, ecuatia f (x)+n=0 are solutie unica.

X

2. Se considerd functia 1R >R, f(x)="_
o
)

5p | a) Aratati ca J-e'\‘f(x)dx =2.
0
Sp | b) Demonstrati cd suprafata plana delimitatd de graficul functiei f . axa Ox si dreptele de ecuatil

. . 4 2
x=-1s1i x=1 arecariaegalacu 2——.
e

1

. ; S " S

5p | ¢) Pentru fiecare numar natural nenul ». se considerd [, = J X" f(x)dx. Demonstrati ca
0

lim (n+2)I, :l.

I1—>teo €
Subiectul 3

, o ' X%+ x+1) 2x+1
la) f (x)=(x—|n(x2+x+1)) =X —(In(x2+x+1)) :1_(x2+x+1> =1- xzi:(r+l:

X x+1-2x-1 X -x  x(x-1)
X2+ x+1 X2+ x+1 xP+x+1

,XeR

1
b) Dreapta datd in enunt are panta m = -
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Pentru a determina abscisele punctelor de pe grafic in care tangenta este paraleld cu dreapta data trebuie
sd rezolvdm ecuatia f'(x)= —% .

x(x-1) 1
XC4x+l 7
7x(x=1) =—(x* +x+1)
8x* —6x+1=0
A=4

: . 1 . 1

Se obtin solutiile X, = > sl X, = 1

c) Functia data este continua.
Se face tabelul de variatie al functiei.
lim f(x)=lim (x—ln(x2 +x+1)) = —00—00=—00

X—>—0 X—>—00

o 2
lim f (x)= lim (x—ln(x2+x+1))( = lim xﬁlw}m@o):m deoarece

X—>+0 X—>+00 X—>+00 X
lim M(g lim [In(xz +'X+1):| = lim 22)(—+1(_:] lim M: lim L:i:
X—>+00 X X—>+00 X X—+0 X + X +1 X—>+00 (X2 4y +l)’ x>0 2 +1 400

-1
f'(x)=0<:>%=0<:>x(x—l)=0 care are solutiile X, =0 si X, =1.

f(0)=0-In1=0
f(1)=1-In3
e<3<e’
Ine<In3<Ine’

1<In3<2 =1-In3e(-10)
—2<-In3<-1
-1<1-In3<0
X —00 0 1 +00
f'(X + 4+ + 4+ + +0------- 0+ + + + + + +

f(x) —00/0 \1—In3/+oo

Din tabel se observa ca f este strict descrescatoare pe (0,1) si f este strict crescatoare pe (1, +oo) , deci, pentru
fiecare ne N™ | ecuatia f (X) =—N nu are nicio solutie in [0, +oo).
Functia f este strict crescdtoare pe (—oo, 0) = pentru fiecare Ne N” | ecuatia f (X) =—N are solutie unica in
(—OO, 0) deci pentru fiecare N e N* , ecuatia f (x) + n = 0 are solutie unica (negativa).
2|? 2 A2
2.a) J.:eX f(x)dx= Iozex ixdx = szdx R R
e 0 2, 2 2
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b) Functia dati este negativa pe intervalul [—1,0) si pozitiva pe intervalul (0,1]

Aria:fl‘f ‘dxj —xe ™ dx+j xedx=1+1-2=2_2
oo

e e
I,
'1—I (—xe™)dx = _[ —j_olx'e’

I __[ xe *dx = j dx— e dx = —et—e | =

1

c)(n+2)I, :(n+2)j:x”f (x)dx:(n+2)rx”ixdx: n+2 le“*le’xdx:

= I:(n +2)x"edx :J'Ol(x”+2 )' e dx =x"%e*/

I xn+2 dx——+I X" 2e*dx
: 1 ! n+2,—X *

S-a obtinut (n+2)1, :E+'[0X e’dx (¥

Dacd 0<x<1 rezulta 1Se’x <1.

e

1
_Xn+2 < e—xxn+2 < Xn+2
e

Integrand pe intervalul [0,1] obtinem
1 1 n+2 1 —XN+2 1 n+2

—_ <

eIOX dx_joe X dXSIOX dx

1
1 x"3 1 1 1
I X"2dx = = sideci lim X”*de— lim —=—=0
0 n+3|, n+3° N—>-+0 J0 n>+oN+3 400

. . . . v - 1 —
Din criteriul clestelui rezulta lim | e *x"?dx=0.

n—+o0 J0

Trecand la limita cAnd n — +oo in relatia (*) rezulta lim (n+2)1, =

N—+o0 e



