
 
Soluţii 

Subiectul1  

1. 1 3
2 1 3 22

2

a a
a a a a


     

1 2 3 2 230 3 30 10a a a a a        

2.  3 0f   

       3 3 0 9f f f f f    

3. Condiții de existențǎ: 

6 0

6 0

x

x

 


 
 

Ecuația datǎ devine: 

   

  

2 2

2

2 6

2

log 6 log 6 6

log 6 6 6

36 2

100

x x

x x

x

x

   

  

 



 

10x   convine 

10x    nu convine 

4. 
2 1

6 5 30 5 25A A    sau 

Soluția din barem: 

Cifra zecilor, fiind nenulă, se poate alege în 5 moduri. 

Pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra unităților se poate alege în câte 5 moduri, deci se pot forma 5 5 25   
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de numere. 

5. Pentru rezolvare folosim urmǎtoarea proprietate: 

Dacǎ avem în plan punctele O,A,B și M mijlocul segmentului AB atunci avem egalitatea vectorialǎ: 

 
1

2
OM OA OB 
  

 

Revenim la problema noastrǎ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Aplicǎm proprietatea de mai sus și avem: 

 
1 1 1 1 1

2 2 2 4 2
CE CD CB CA BC CA BC

 
      

 

      
   

Am folosit mai sus și egalitǎțile 
1

2
CD CA
 

 și CB BC 
 

. 

6. 
5

4 12 3
C A B

  
         deci 

3
sin

2
C  . 

Aplicǎm teorema sinusurilor în triunghiul ABC și obținem 2
sin

AB
R

C
  

2 3
2 2 4 2

3

2

R R R      

 
 

https://variante-mate.ro 

A 

B C 

D 

E 

ht
tp

s:/
/v

aria
nt

e-
m

ate
.ro



https://variante-mate.ro 
Subiectul 2  

1.a)  

1 2 1

1 1 4 1

1 1 1

A

 
 

  
  

 

  
1 2 1

det 1 1 4 1 0

1 1 1

A  



 deoarece are douǎ coloane egale. 

b) Matricea  A a  are minorul 
2 1

2 0
4 1

    deci    2rang A a  . 

Matricea  A a  are rangul 2 dacǎ și numai dacǎ   det 0A a  . 

   2 2 2

2 1

det 4 1 4 2 4 2 2 2

1 1

a

A a a a a a a a

a

        



 

22 2 0a    cu soluțiile 1a   și 1a   . 

c) Sistemul dat are soluție unicǎ dacǎ și numai dacǎ     det 0 \ 1,1A a a     

In acest caz soluția sistemului se aflǎ cu formulele lui Cramer: 

  
 

 

  
 
 

  
 

 

1

2

2

2

2

3

2

4 1 2

1det 2 1

2 1
1

det 2 1

4 1 2

1det 2 1

ad
x

aA a a

ad
y

A a a

ad
z

aA a a


  





  




   
 


 

1

4 2 1

6 4 1 16 6 2 4 4 12 4 4

1 1

d a a a

a

        



 

2 2 2

2

4 1

6 1 6 4 6 4 2 2

1 1

a

d a a a a a a

a

          

3

2 4

4 6 4 4 12 16 6 2 4 4

1 1 1

a

d a a a a a a        



 

Condiția din enunț devine 

2 2
2 2

1 3
1 1a a

   
     

    
 

2
2 2

1 1
1 1a a

 
    

  
 

Dacǎ 
2

1 1 2 1
1

a a
a

     


 care nu convine deoarece  \ 1,1a   

Dacǎ 
2

1 1 2 3
1

a a
a

        


 care convine. 
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2.a)  
1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, ,
2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2

x y xy x y xy x y x y y x y x y
      

                          
      

  

b) Ecuația datǎ devine: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
x x x

x x x

        
                

        
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
x x x

x x x

       
               

       
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2 2
x x x

x x x

       
              

       
 

1 1 1 1
0

2 2
x x

x x

   
      

   
 

1 1
0 2

2
x

x
     

1 1
0

2 2
x x     

21
0 1x x

x
     de unde obținem 1x   sau 1x   . 

c) Presupunem cǎ existǎ ,x y  numere întregi astfel încât x sǎ fie simetricul lui y . 

x y e   

  
1 1 1 3 1 1

1 2 1 2 1 4
2 2 2 2 2 2

impar impar

x y x y x y
     

                
      

 imposibil deoarece produsul a douǎ numere 

impare este numǎr impar. 
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1.a)    
   

 
222

2
2 4 4 2 28 2 8 8

8 8ln 12 8ln 2 2 8 , 0,
x x xx x

f x x x x x x
x x x x

                  

b) Tangenta la graficul funcției în punctul de pe grafic de abscisǎ 2x  , are panta  2f  . 

 
 

2
2 2 2

2 0
2

f


    (tangenta este axa Ox deoarece  2,0 fB G ). 

Douǎ drepte sunt paralele dacǎ și numai dacǎ au aceeași pantǎ. 

Ecuația dreptei care trece prin punctul  3,3A  și are panta 0m   se aflǎ cu formula  0 0y y m x x    

Ecuația dreptei este 3 0y   . 

c)     2, 8ln 2 8lngM a b G g a b a a b        

   , 8 12hN a c G h a c a c       

Prin scǎderea celor douǎ relații obținem: 
2 8ln 2 8ln 8 12a a a b c          

 f a b c       (*) 

Tabelul de variație al funcției f este: 

 

         x        0                       2                           

 

      f x     +  +  +  +  +  + 0 +  +  +  +  +  +  + 

 

      f x                              0 

Din tabel rezultǎ cǎ   0, 2f a a    

Din relația (*) rezultǎ b c  pentru orice 2a  . 

2.a)        
1

2 3
1 1 1

2 2 2

20 0 0

0

4 1 11
4 4 4 4 4

4 3 3 3

x x
x f x dx x dx x dx x

x

 
            

  
    

b) Fie F o primitivǎ a funcției f . 

   
2

2

4
,

4

x
F x f x x

x


   


  

 
      

 

   

     

2 2 2 2 2 22 3 3

2 2 2 22 2 2 2 2

4 4 4 4 2 4 4 24 2 8 2 8 16

4 4 4 4 4

x x x x x x x xx x x x x x
F x

x x x x x

             
      

     

 
 

2
2

16
0

4

x
F x

x
  


 pentru  ,0x   deci F este concavǎ pe intervalul  , 0 . 

c) Metoda 1 (din barem)  

Dacǎ  1, 2x  rezultǎ  2 4 0nx x    

Dacǎ  1, 2x  rezultǎ 2

2

1 1
4 8

4 8
x

x
   


 

 
2

2

2

4 1
4

4 8

n nx
x x x

x


 


 pentru  1, 2x  

   21
4

8

n nx f x x x   pentru  1, 2x  

     
2

3 1
2 2 2

2 2

1 1 1

1

1 1 1
4 4 4

8 8 8 3 1

n n
n n n n

n

x x
I x f x dx x x dx x x dx

n n

 
  

         
  

    ht
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   

  

3 13 1 1 2 4 3 21 2 2 1 4 1 1 4
4

8 3 1 3 1 8 1 3 3 1

n nn n n n

n n n n n n n n

       
                     

 

  

41 2 1 4

8 1 3 3 1

n

n n n n

 
        

 

Cum 
  

42
lim

1 3

n

n n n




 

 
 rezultǎ cǎ lim n

n
I


   

Metoda 2. Se mai poate folosi inegalitatea 
2

2

4 2

4 2

x x

x

 



  (temǎ) pentru  1, 2x . 

2

2

4 2

4 2

n nx x
x x

x

 



 pentru  1, 2x  

 
2

2

n n x
x f x x


  pentru  1, 2x  

   
2

2 1
2 2 2

1

1 1 1

1

2 1 1
2 2

2 2 2 2 1

n n
n n n n

n

x x x
I x f x dx x dx x x dx

n n

 
  

        
  

    

 

   

     

2 22 1 21 2 2 21 2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2
2

2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1

n nn n nn n

n n n n n n n n n n n n

          
                                 

 

Cum 
  

22
lim

1 2

n

n n n




 

 
 rezultǎ cǎ lim n

n
I


   
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