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Ministerul Educatiei Nationale
Centrul National de Evaluare si Examinare

Examenul de bacalaureat national 2020
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

Model
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicda-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.
SUBIECTULI (30 de puncte)

Sp | 1. Suma primilor trei termeni ai progresiei aritmetice (a, )n>1 este egala cu 30. Determinati a5 .

Sp | 2. Se considera functia R >R, f(x)= x* —6x+9. Aratati ca (f o f)(3)=9.

5p | 3. Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia log, (x—6)=6—log, (x+6).

5p | 4. Determinati cate numere naturale de doud cifre distincte se pot forma cu elementele multimi
10.1.2.3,4.5} .

Sp | 5. Se considerd triunghiul ABC . punctul D mjlocul laturii AC s1 punctul £ mijlocul segmentulu
BD . Aratati ca CE :i@—%s? .

. : . T RY/4 L :
Sp | 6. Se considera triunghiul 4BC cu AB=23. A:I s1t B =1 Determinati raza cercului

circumscris triunghiului 4BC .
Solutii
Subiectull

1. %:azzaﬁas:Zaz

a+a,+a,=30=33,=30=4a,=10
2. £(3)=0
(fo1)(3)=F(1(3)=1(0)=9
3. Conditii de existentd:

X—6>0

X+6>0
Ecuatia datd devine:
log, (x—6)+log, (x+6)=6
log, (x—6)(x+6)=6
x> —36=2°
x* =100

x =10 convine

x =-10 nu convine

4. A>— A =30-5=25sau
Solutia din barem:

Cifra zecilor, fiind nenula, se poate alege in 5 moduri.
Pentru fiecare alegere a cifrei zecilor, cifra unitatilor se poate alege in cate 5 moduri, deci se pot forma 5-5=25
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de numere.

5. Pentru rezolvare folosim urmaétoarea proprietate:
Dacd avem in plan punctele O,A,B si M mijlocul segmentului AB atunci avem egalitatea vectoriala:

OM —(0A+OE)

Revenim la problema noastra:

B C

Aplicdm proprietatea de mai sus si avem:

CE -3(CD+C8)- 3 5CA-BC |-2cA-J8C
2 2\2 4 2

Am folosit mai sus si egalititile CD = %GA si CB=-BC .

6.C=r—-A- :7z—£—5—”:Z deci sinC =—.
4 12 3 2

&

Aplicdm teorema sinusurilor in triunghiul ABC si obtinem ﬂ =2R

sinC
23 _

N

2R=2R=4=R=2

2
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
a 2 1 [ax+ 2y+z=:
1. Se considera matricea A(a)=|a 4 1| si sistemul de ecuatii yax+4y+z=6. unde a este
I -1 a 1 x—yv+az=1
numar real.
5p | a) Aratati ca det(A4(1))=0.
5p | b) Determinati numerele reale a pentru care matricea A(a) are rangul 2.
5p | ¢) Determinati numarul real a . stiind ca sistemul are solutie unica (xy.y.Zg) i x(z) + ,1-‘3 + :é =3.

: . . 3
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y= 3.:1*—;( x+y) +1. Legea de

compozitie este asociativa si are elementul neutru e =

1o | W

ya 1 Iy 1 : :
Sp | a) Demonstrati ca x#y = (x E)[l - E] + E . pentru orice numere reale x s1 y.

o I 1 1
5p | b) Determinafi numerele reale nenule x pentru care —#*x#% —=x%—%x.
X X X

Sp | ¢) Aratati ca nu existd numere intregi x si y. astfel incat x sa fie simetricul lu1 y in raport cu legea

de compozitie ,,* .



Subiectul 2
1 2 1
l.a) A(l) =1 4 1
1 11
1 2
det(A(l)) =1 4 =0 deoarece are doud coloane egale.
1 -1

b) Matricea A(a) are minorul i =-20 deci rang(A(a))>2.

Matricea A(a) are rangul 2 daca si numai daca dEt(A(a)) =0.

a 2 1
det(A(a)):a 4 1|=4a’-a+2-4+a-2a’=2a’>-2
1 -1 a

22’ —2=0 cusolutiile a=1 si a=—1.

¢) Sistemul dat are solutie unica daci si numai daci det(A(a)) #0<aeR\{-11}

In acest caz solutia sistemului se afld cu formulele Iui Cramer:

d, 4(a-1) 2
X = = =
det(A(a)) 2(a2—1) a+1
2(a*-1
y= d2 — (a )=1
det(A(a)) Z(az—l)
L d;  _ 4(a-1) _ 2
det(A(a)) 2(a2—1) a+1
4 2 1
d=|6 4 1=16a-6+2-4+4-12a=4a-4
1 -1 a
a 4 1
d,=|la 6 1/=6a’+a+4-6-a—4a*=2a’-2
1 1 a
a 2 4
d,=la 4 6|=4a—-4a+12-16+6a—-2a=4a—-4
1 11

2 2
Conditia din enunt devine (ij +1+ (—J =3

a+1
2
(LJ 12
a+1 a+l

Daci Ll:l: a+1=2=a=1 care nu convine deoarece a e R\{—l,l}
a+

. 2 )
Daca —1:—1: a+1=-2= a=-3 care convine.
a+
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1 3 1 1 1 1 1) 1 1) 1 1 1) 1
2.2) X*y:Xy_E(X+y)+Z:Xy_EX_Ey+Z+E:X R LA A G R +E,‘V’X,yeR

b) Ecuatia datd devine:

B G
D SF

1
—_— X__ —_— J—
X 2 2)\x 2) 2
11 1)1 1 1)1 1 1
—— = X—=|=—=|-| X—=||—=|| x—=|=0
X 2 2 )\ X 2) [ ZJ(X 2)( Zj
0

X 2 2 )\ X
1—1=0:>x:2
X 2
x—£:0:>x=1
2 2

1—X=0:> x* =1 de unde obtinem x=1 sau x=—1.

X

c) Presupunem ca exista X,y numere ntregi astfel incat x sa fie simetricul lui Y .

X*y=e
1 1) 1 3 1 1 ) i <

X—=||y—=|[+===—<|X—=||Yy——= =1l (2X —1)(2y —1) =4 imposibil deoarece produsul a doua numere
2 2) 2 2 2 2 — o
impar impar
impare este numar impar.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f:(0.,4=2) >R, f(x) =x? —8x+8Inx+12-8In2.
2(x-2)

Sp | a) Ardtati ca f'(x)=
. .

. xe (0,422).

Sp | b) Determinati ecuatia dreptei care trece prin punctul 4(3.3) si este paraleld cu tangenta la graficul

functier f in punctul de abscisa x =2, situat pe graficul functier f .
S5p | ¢) Se considera numerele reale a . b s1 ¢ astfel incat punctul M (a.b) este situat pe graficul functiei

g:(0.+<) >R, g(x)=x?-8In2+8Inx si punctul N(a.c) este situat pe graficul functiei

h :(0.+c>o) - R, h(x) =8x—12. Demonstrati ca b= ¢, pentru orice a [2,+oo) .

2. Se considerd functia /R - R, f(l') =-

1

Sp | a) Aratati ca j(xz +4)f[x)a'.\‘ =
0

Sp | b) Demonstrati ca orice primitiva a functiei /* este concava pe (—,0].

1
S

- L
x" f(x)dx. Demonstrati ca lim [, =—oo.
H—rtoo

5p | ¢) Pentru fiecare numar natural », se considera /, =

e

Subiectul 3
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8 2x-8x+8 2(X'—4x+4) 2(x-2)

1.a) f’(x):(x2—8x+8|nx+12—8|n2),:2x—8+—: = ,x€(0,+)
X X X X
b) Tangenta la graficul functiei in punctul de pe grafic de abscisi x =2, are panta f'(2).
2(2-2)°

=0 (tangenta este axa Ox deoarece B(2,0)eG;).

t'(2)=
Douad drepte sunt paralele daca si numai daca au aceeasi panta.

Ecuatia dreptei care trece prin punctul A(3, 3) st are panta m=0 se afld cu formula y-y, = m(x — Xo)
Ecuatia dreptei este y—3=0.

c) M(a,b)eG, =g(a)=b=a*-8In2+8Ina=b

N(a,c)eG,=h(a)=c=8a-12=c

Prin scdderea celor doua relatii obtinem:

a’-8In2+8Ina-8a+12=b-c

f(a)=b-c (*)

Tabelul de variatie al functiei f este:

X 0 2 +00

f/(x) [+ +++++0+ ++ ++ + +

)| — 0o —

Din tabel rezulta ca f(a)>0,va>2
Din relatia (*) rezulta b >c pentru orice a>2.

2.a) J.:(XZ +4) i (x)dx:.fol(x2 +4)- Xz _jdx:J.ol(xz —4)dx:{%—4xj

X"+

b) Fie F o primitiva a functiei f .
2

. X" —4
F'(x)= f(X)=X2+4,XER

{2t A b e

!

2X(X2 +4)—(X2 —4)2X _ 2x° +8x—2x>+8x 16X

X' +4 (x2+4)2 (x2+4)2 (x2+4)2 (x2+4)2
F"(x :( 216X )2 <0 pentru x € (-,0] deci F este concavi pe intervalul (—,0].
X +4

c) Metoda 1 (din barem)
Daci X e [1, 2] rezultd X" (X2 — 4) <0

1 Zl
x’+4 8

Daca x e [1, 2] rezulti x> +4<8=

2
X" izljgéx“(xz—@ pentru x €[1,2]

X" (x) s%x” (x*—4) pentru x €[1,2]

2

=1, = sz”f (x)dx < J‘f%x" (x2 —4)dx =l_..12(x“+2 —4x”)dx :E(:n:%—4 ::]

1



_l 2n+3 A 2n+1 1 4 1((n+1)2n+3_4(n+3)2n+1 1 4 j_

= — — —+ = — +
8[n+3 n+l n+3 n+1) 8 (n+1)(n+3) n+3 n+l
1 _2n+4 1 4

:8[(n+1)(n+3)_ n+3 n+1J

n+4

Cum lim ————=+oo rezultaca lim |, =—o
n—>+oo(n +1)(n+3) N—>+00

x> —4

2

Metoda 2. Se mai poate folosi inegalitatea 1
X“+

x?—4 X—2
X" <x" entru xe|1,2
x> +4 2 P 2]

X" f (X)SX”%Z pentru x €[1,2]

n+2

=1, :Ilzxnf(x)ngJ‘ZXnX;ZZdX:%Lz(xml_zxn)dxzé(:Jrz_2:.:3

1

1

_E 2n+2 _22n+1_ 1 . 2 _E (n+1)2n+2_(n+2)2n+2_ 1 ? 2 B
2ln+2 "n+l n+2 n+1) 2 (n+1)(n+2) n+2 n+1)
n+2

Cum nILrEOW =400 rezultd cd nILer In = —00

S%Z (temd) pentru x e [1,2].
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_2n+2 ~ 1 . 2
(n+1)(n+2) n+2 n+1



