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Ministerul Educatiei si Cercetarii
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2021

Proba E. ¢)
Matematica M st-nat
Model
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea stiinfe ale naturii
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTULI (30 de puncte)

Sp | 1. Aratati ca numerele log, 3, log, 6 si log, 12 sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
5p | 2. Se considera functia f:R—>R, f(x)= x* —x+1. Determinati numarul real x pentru care
f(x)=x.

5p | 3. Rezolvati in mul{imea numerelor reale ecuafia |2x —1| =2x+1.

Sp | 4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre,
acesta sa aiba cifra zecilor para si cifra unitatilor impara.

Sp | 5. Determinati numdrul real @ , pentru care vectorii u =ai+ j $1 v=8i+ 2 sunt coliniari.

5p | 6. In triunghiul ABC dreptunghic in 4, BC=12 si B % Aratati ca ana triunghiului ABC este

egala cu 1843 .

Solutii
Subiectull
. . \.J . : . .. ., a+c
1. Trei numere reale a,b,c sunt termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice daca si numai daca =Db.

log,3+log,12 log,36 log,6° 2log,6
2 2 2 2
2. f(X)=xe X —x+l=x< x2—2x+1=04:>(x—1)2 =0

=log, 6 c.c.t.d.

Se obtine x=0.

3. 2x—1=2x+1 imposibil

sau

2x—1=—(2x+1) < 4x =0 de unde obtinem x=0.

numar _ cazuri__ favorabile

numar _ cazuri_ posibile
Numerele naturale de doua cifre sunt {10,11,12,...,99}. In total sunt 90 de numere naturale de doua cifre deci sunt
90 de cazuri posibile.
ab
a este numar par deci poate lua valorile 2,4,6,8
b este impar deci poate lua valorile 1,3,5,7,9.
In total ab poate lua 4-5=20 de valori deci sunt 20 de cazuri favorabile.

Rezultd P = @ :Z .
90 9

4. P=



https://variante-mate.ro

5. Vectorii dati sunt coliniari daca g = % de unde rezulta a=4.
6.

C

12
5
h 39°
A b3 b
Intr-un triunghi dreptunghic, cateta care se opune unghiului de 30° este egali cu jumitate din ipotenuza.
= AC = BC =6
2
AB? + AC? = BC?
AB? +36 =144
AB? =108
AB =+/108 =6/3
Atria triunghiului ABC este Aria, . = AB'ZAC _6:6V3 =183,
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

2a—1 4a—4

1. Se considera matricea A(a) ( | s s
—a 3-2a

J ,unde a este numar real.

Sp | a) Ardtati ca det(4(2))=1.

5p | b) Demonstrati ca A(a)- A(b)= A(a+b—1), pentru orice numere reale a si b.

5p | ¢) Determinati numérul natural 7, stiind cd 4(1)- A4(2)- ‘4(22 ) : ;’1(23 ) . 44(24) = A(32)- A(-n).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy =3x —5xp +2)7.

Sp | a) Aratatica 102=1.
Sp | b) Demonstrati ca xox =0, pentru orice numar real x.

Sp | ¢) Determinati numerele reale x pentru care 2% 03" =0.

Subiectul 2

1.2) A(2) :[ y _“J

det(A(Z))=‘ 31 4]J=3-(—1)—4-(—1)=—3+4=1

2a-1 4a-4) (2b-1 4b-4

2 A(a)'A(b)z(l—a 3—2a]'[1—b 3—2bJ
(2a-1)(2b-1)+(4a—4)(1-b) (2a—1)(4b—-4)+(4a—4)(3-2b)) (2a+2b—-3 4a+4b-8
:((1—a)(2b—1)+(3—2a)(1—b) (l—a)(4b—4)+(3—2a)(3—2b)]:(—a—b+2 —2a—2b+5j



_(2(a+b 1)-1 4(a+b-1)-
| 1-(a+b-1) 3-2(a+b-1)

12)-A(16) = A(12+16-1) = A(27)
A(32)-A(-n)=A(32-n-1)=A(31-n)

Obtinem

A(27)= A(31-n) de unde rezulta n=4.

2.a) 102=3.1"-5.1.2+2-2* =3-10+8=1

b) xox=3x"—-5x*+2x*=0,vxeR

C) Sa observam ca legea de compozitie data se mai poate scrie astfel:
Xoy =3x"=3xy—2xy+2y” =3x(x—Yy)-2y(x-y)=(x-y)(3x—2y)
2403 =(2-3")(3-2"-2.3")

Obtine ecuatia (2" —3")(3-2"-2-3)=0

2" —3=0 cusolutia x=0

sau

3.2-2.3 =0c>(§j =% cu solutia x=1.

SUBIECTUL al I1I-lea

J A(a +b —1) pentru orice numere reale a i b.
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(30 de puncte)

1. Se considera functia /R —> R, f(x):\[xz +2x+2—x.

x+1 |

:\}x2+2x+2_ ,

Sp | a) Aratatica f'(x) xeR.

Sp | b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functier / in punctul de abscisa x =—1, situat pe graficul

functier f .

2x

2 +1

2. Se considera functia /R —R, f(x)=

1
Sp | a) Aratati ca J(4—f2 (x))dx:ﬂ.

2
Sp | ©) Demonstrati ca \/(xz + l) + 2(x2 + 1) +2 —axt +4x+2 < (x— 1)2 , pentru orice numar real x

Sp | b) Demonstran ca suprafata plana delimitata de graficul functiei f , axa Ox s1 dreptele de ecuatii

x=0 s1 x=1 are aria egala cu 2(\/5—1).

gl

Fa

2
Sp | ¢) Aratati ca J.mdx:ln(\/f;_il—\/l_?+4\/5—4)_
x

1
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Subiectul 3

12 !

1.a) Vom folosi formula (\/U) = o
u

' ' x2+2x+2)’ 2(x+1) X+1
f'(x =(\/x2+2x+2—x) :(\/x2+2x+2) —x’:( -1= -1=
(%) 24 X% +2X+2 24X% +2X+2 X2 +2X+2

b) Ecuatia tangentei la graficul unei functii este datd de formula y— f (x,)= f'(%,)(X—X,) unde x, =-1.
y—f(-1)=f'(-1)(x+1)

-1+1
f(-1)=v1-2+2—-(-1)=23si f'(-1)=——=-1=-1.

Ecuatia tangentei cerute este y—2=—(x+1) < x+y-1=0.

-1vxeR

c) Ecuatia f'(x)=0 nu are solutii deoarece X—+1—1= 0 < X+1=+x*+2x+2 de unde
VX2 +2X+2
X2 4+ 2X+1= x>+ 2x+2 imposibil.

Cum f' are proprietatea lui Darboux rezultd ca are semn constant pe R si cum f'(-1)=-1<0 rezulta ca

f'(x)<0,VxeR deci feste descrescatoare pe R.
Din (x —1)2 >0,VxeR rezulti x> +1>2x,VxeR si cum f este descrescitoare rezulti ci
f (x2 +1)£ f(2x),vxeR. (%

f (x2 +1) = \/(xz +1)2 +2(x2 +1)+2 —(x2 +1)
f (2x) =v4x* +4x+2 -2x
Din relatia (*) rezulta \/(XZ +1)2 ( )+2

(
adici \/(x2+1) +2(x +1)+2—\/4x +4x+2 < (x— ) vxeR.
4

2
2.a) J‘l(4—f dx J' 4— dx:f( > ]dx=4.|‘lf|—_4arctgx| _4arctg1 darctg0=4" =7
0 X*+1 ol x“+1 0x°+1 — 4

x2+1)s A4X% +4X+2 -2X, VX eR

4

2X

b) f(x)= X2+120,VX€[0,1]
. 1 1 1, 2, ' X2+l%+1 —
Arla:_[of(x)dx:Jo\/%dx:_[o(x +1)2(x +1) dx:% = 24X +1O:2\/§—2:2(x/§—1)
2 0
) f(xz):z—xi
(xz) +1
2f +1 (XZ)’ 2 2
dx = dx = dx = +1|| =
e H v S o G R

_in(4+ A7)~ In(1+ V) =In 4;;? ] (4VE7)(V2 1) |~ In 433 -7 + 442 -4)




