
 
Soluţii 

Subiectul1  

1. 26 4 3 2 4 4 4 3z i i i i i         deoarece 2 1i   . 

 
224 3 4 3 25 5z i        

2. Punem condiția 0  . 

   
2 2 22 1 4 1 4 4 1 4 4 8 1m m m m m m m m                

1 1
8 1 0 ,

8 8
m m m

 
         

 
. 

3. Punem condiții de existențǎ 

0

1

x

x





 

Folosim formula 
1

log
log

a

b

b
a

  și ecuația datǎ devine: 

2

2

1
2log 1

log
x

x
    

Facem notația 
2log x y  

21
2 1 2 1 0y y y

y
       care are soluțiile 

1 1y   și 2

1

2
y   . 

Revenim la notația fǎcutǎ: 
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2log 1 2x x    

1

2
2 1

2

1 1 1
log 2

2 2
2

x x


       

4. Fie n numǎrul de elemente ale mulțimii A. 

Mulțimea A are 0 1nC   submulțimi cu 0 elemente (mulțimea vidǎ). 

Mulțimea A are 1

nC n  submulțimi cu 1 element. 

Mulțimea A are 
 2

1

2
n

n n
C


  submulțimi cu 2 elemente. 

Se obține relația 

 

2 2

1
1 16

2

2 2 32 30 0

n n
n

n n n n n


  

       

 

1 120 121     și se obține o singurǎ soluție numǎr natural 5n  . 

5. Din faptul cǎ M este mijlocul segmentului BC rezultǎ egalitatea vectorialǎ: 

2 2NB NC NM BN CN NM    
     

 

N este mijlocul segmentului AM deci NM AN
 

 

2 0AN BN CN   
   

 

6. Folosim formula 2cos2 2cos 1x x   
21 3cos 2cos 1x x      de unde   22cos 3cos 2 0x x    

Facem notația cos x t  și obținem 22 3 2 0t t    

25   

Se obțin soluțiile 1 2t   și 2

1

2
t   . 

Revenim la notația fǎcutǎ: 

cos 2x   nu are soluții deoarece  cos : 1,1   

1
cos

2
x    are soluția 

2

3
x


  în intervalul ,

2




 
 
 

. 

 
 

https://variante-mate.ro 

ht
tp

s:/
/v

aria
nt

e-
m

ate
.ro



https://variante-mate.ro 
Subiectul 2  

1.a)     2 2

1 1 1

det 1 2 8 2 4 4 3 3

2 4

A a a a a a a a a a

a

            pentru orice numǎr real a. 

b)     det 0 0 3 0 0A     

Un minor principal este 
1 1

2 1 1 0
1 2

     

Determinantul caracteristic este 

1 1 1

1 2 2 6 0 4 4 0 3 3 0

2 0 3

         deci sistemul dat este incompatibil dacǎ a=0 

c) Sistemul dat are soluție unicǎ dacǎ și numai dacǎ   det 0A a     \ 0,3a   

În acest caz sistemul se rezolvǎ cu formulele lui Cramer. 

  2 2

1

1 1 1

2 2 8 2 3 6 8 5 6 3 2

3 4

d a a a a a a a a

a

               

2

1 1 1

1 2 8 3 2 4 3 4 3

2 3 4

d a a a a          

3

1 1 1

1 2 2 6 4 4 2 3 3

2 3

d a a a

a

          

  

 

 

 

1
0

2
0

3
0

3 2 2 2
1

det 3

3 1

det 3

3 1

det 3

a ad a
x

A a a a a

d a
y

A a a a

d a
z

A a a a

   
    


 

  


 
  



 

0 0 0, ,x y z  sunt numere întregi deci 
1

a
 este întreg și cum a este întreg rezultǎ 1a   sau 1a   . 

2.a)     2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1, ,x y x y x y x y y x y x y                  

b)      2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 2a b a b a b

 

         

 




 

Rezultǎ 
2 ,

2

01 1

11 2

a b aa

bb

    
 

  



 sau 
2 ,

2

11 2

01 1

a b aa

bb

    
 

  



 

c) 
21 1 3 2 1    

  31 1 1 3 1 7 2 1        

Demonstrǎm prin inducție matematicǎ propoziția  

 
1_ _ _

:1 1 ... 1 2 1n

de n ori

P n        ,    2n   
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Etapa verificǎrii 

Pentru 2n   avem 
21 1 3 2 1    

Etapa demonstrației 

 
1_ _ _

:1 1 ... 1 2 1k

de k ori

P k      o presupunem adevǎratǎ 

  1

1_ _ 1_

1 :1 1 ... 1 2 1k

de k ori

P k 



      trebuie demonstratǎ 

       
2 2

2 2 1

1_ _ _

1 1 ... 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1k k k k k k k

de k ori

                     


 și 

metoda inducției matematice se terminǎ aici. 

Mai departe, presupunem prin reducere la absurd cǎ 2 1n k    
22 1n k    deci k  este impar și are forma 2 1k m   , m  

 
2

2

2

1 2

2 1 2 1

2 1 4 4 1

2 4 4 2

2 2 2 1, 2

n

n

n

n

m

m m

m m

m m n

  

   

  

   

 

S-a ajuns la o contradicție deoarece membrul stâng este par iar membrul drept este impar. 

Deducem cǎ 
1_ _ _

1 1 ... 1
de n ori

    nu este natural pentru 2n  . 

 
Subiectul 3 

1.a)      
   

2

2 2

2 2

2 2 2 1
2 2 1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x x x
f x x x x x x x

x x x x


   

                
   

 

2

2 2

1 1 2 2
1 ,

2 2 2 2

x x x x
x

x x x x

    
   

   
  

b) Ecuația asimptotei oblice este y mx n   ht
tp
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 
2

22 2

2 2 2 21 1 1 1
2 2 1

lim lim lim lim
x x x x

x x x x
f x x xx x x x x

m
x x x x   

 
         

     
      

2

2 2 1
lim 1 1 2
x x x x

 
         

 
 

 
   

22

2 2

2

2 2 1
lim lim 2 2 1 2 lim 2 2 1 lim

2 2 1x x x x

x x x
n f x mx x x x x x x x

x x x



   

                              
 

2

1 1
lim 0

2 2 1x x x x
  

   
 deci dreapta de ecuație 2y x   este asimptotǎ oblicǎ spre   la graficul 

funcției f. 

c)   2 2 2 20 1 2 2 0 1 2 2 2 1 2 2f x x x x x x x x x x x                    de unde rezultǎ cǎ ecuația 

  0f x   nu are soluții. 

   

   
 

2

2 2
2

2 2

lim lim 2 2 1

2 2 2 2
lim lim 2 2 1 lim 1 lim 1

2 2 2 2

x x

x x x x

f x x x x

x x x x
f x x x x

x x x x x x

 



   

        

      
            

        

  

2

2
2

lim 1 2
2 2

1 1
x

x
x

x
x x



 
   

      
     

  

 

       x                                                                               

 

     f x   -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  - 

 

     f x                                                                           2 

Funcția datǎ este continuǎ pe  . 

Din tabel rezultǎ cǎ  Im 2,f    

2.a) 

   

 

   

 
       

22 2 2
2 3 2 3 2 3 2

1 1 1 1

3 2 3 2 ln 1
3 2 2 2 1 1 8 4 0 4

ln 1 ln 1

x f x x x x
dx dx x x dx x x

x x

  
            

     

b) Se folosește metoda integrǎrii prin pǎrți. 

         
1

2 2 2
1 1 1 1

2

0 0 0 0
0

0

1 1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 1

2 2 2 2 1

x x x
x x dx x dx x x dx x dx

x

                     
   



 

 

1
2

1

0

0

1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2 4

x
x dx x

   
            

  
  

c) 
    

 

        

   

0 0

0 0
00

3 2 20 0 0 0 0 0 03

ln 1ln 1 ln 1 1 1
lim lim lim lim lim lim lim

3 3 3 3 1 33

tt

t t t t t t t

f x dxf x dx tf t t t t

t t t t ttt

   
   
   

      


 

      
 


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