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1. Considerim polinomul P = X4 — 4X3 4+ 5X% — 2X — 2.
a) Daca 3:1, mz, 3, m4 sunt radacinile cumplexe ale lui P, calculati z 4+ x5 + z3 + x4, apoi demonstrati
cd z2 +zi+ 22 + 23 =6.
b) Un elev afirmaé:
"Deoarece suma pdtratelor raddcinilor polinomului P este pozitivd, toate rdddcinile polinomului
sunt reale.” ) | -
Cum procedati pentru a-i arata elevului cd nu are dreptate? De unde provine eroarea elevului?

c) Propuneti intrebéri (n:umm duua.) pe care ar trebui s3 le adresati elevilor, la clasi, pentru a rezolva
problema:

Demonstrali cd polinomul P se desmmpune ca un produs de daua polinoame neconstante, cu

coeficienti intregs.
Include’§1 in ra.spuns o rezolvare a problemm de mai sus.

2. Fie » € N* un numar natural nenul. Definim functiile f,, : D, — R prin f,(z) = arcsin{1-z").
Am notat cu Dy, C R domenijul maxim de definitie al functiei f,.
a) Determinati D3 gi mul{imea punctelor in care functia f3 este derivabili. Indicati eventuale dificultsiti
pe care elevii le pot intampina pe parcursul rezolvarii (numm 2 dificultiti).

b) Consideram girul de numere reale (I,),>1, unde I, = f fr(z)dz, n € N*. Propuneti doua exercitii

ajutatoare, utile in argumentarea convergentei sirului. Apm demonstrati ca girul este convergent.

c) Calculati nangﬂ I,. Prezentati cel putin o greseald pe care elevii o pot face Incercand sa calculeze

aceasta limita.

3. Fie A14s... A, un poligon convex cu n > 3 laturi din planul 7. Notam cu f, compunerea
fn=84,084, ,0---084,, unde 54, : 7 = 7 este simetria planului 7 fatd de punctul A;.
a) Se considerd urmitoarea problemi (pentru cazul n = 4): '

Ardtati cd A1 Ag Az Ay este paralelogram daed si numai dacéd fy este identitatea planului (f4{P) =
pentru orice P € w)

Propuneti indicatii, in functie de nivelul clasei, pentru cel putin douad metode de rezolvare a acestei
probleme. Rezolvati complet problema foiosind una dintre metodele propuse.
b) Demonstrati cd fs = Sa, 0 S4, 0 Sa, este o simetrie centrald (aici n = 3). Un elev intreabs daci
existd o legiturs Intre aceasta problema si cea de la punctul precedent. Ce explicatii i puteti da?
c¢) Ardtati cd f, o f, este identitatea planului m dach n este un numdir natural impar. Propuneti o
secventa de (minimum trei) exercitii ajutatoare care sa justifice rationamentul facut si care sa conduca
la rezolvarea problemei. Ramane adevarata afirmatia daca n este un numér par? Justificati.

Se vor lrata douad subiecte la alegere.
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1.
Din oficiu: Ip

a) Suma radacinilor este 4, 1ar T122 4+ 123 F oo = B vttt e i i r e 1p
De aceea, suma patratelor este 16 — 2 -5 = 6. .i.itiiiiiiiiiee e iraseeassunsssronnonnn 2p
b) Céateva posibilitdti de interventie.

Cea mai indicata ar fi: dati un contraexemplu, adica propuneti 4 numere (de exemplu, 3, 1, -2, )
cu suma patratelor numar real, pozitiv.

O altad metoda ar putea fi: aplicim proceduri analitice {de exemplu metoda girului lui Rolle) pentru
a verifica cate solutii reale are ecuatia P(z) = 0; dezavantajul aici este acela ci nu se vede, de fapt,
de unde provine eroarea.

O altd metodd didactica: agteptim cu comentarea asupra corectitudinii pini cind rezolvim si
ultimul punct al problemei {i.e. descompunerea in factori); rezolvim ecuatia gi le cerem elevilor s&
aprecieze daca raspunsul anterior este gresit, identificind totodati cauza greselid! ................ 1p
Explicatia pentru eroarea elevului vine din neintelegerea implicatiilor logice: el confundi p — ¢ cu
g — p. Mai precis, are In minte propozitia “Dacd mai multe numere sunt reale, atunci suma pdtratelor
lor este pozitiva”, pe care o aplica sub forma ”Dacd suma pdtratelor mai multor numere (complexe)
este pozitiva, atunci toate numerele sunt reale” ... i e e, 2p
¢) Posibile intrebari:

e Ce Inseamna polinom neconstant?

e Ce grade pot avea factorii intr-o descompunere?

e Putem avea un factor de gradul I? De ce?

e Daca renuntim la conditia ca factorii sa aibi coeficienti intregi, putem avea. gi alte descompuneri?

Pentru rezolvare folosim, de exemplu, metoda coeficientilor nedeterminati, adicd identificEm nu-
mere Intregi a,b, ¢, d pentru care P = (X2+aX +b)(X?%+cX +d). (O discutie de ce factorii nu pot avea
gradul 1 este necesara! De asemenea, e de comentat de ce coeficientii maximali pot fi presupusi egali

cu 1.) Transform&m egalitatea anterioara intr-un sistem gi folosim divizibilitatea pentru a-l rezolva in
numere intregi. |

Deducem P = (X2 = 2X — 1)(X2 — 2X 4 2) . ttriierttreeniieeteeiaeerennineeerennnanennnns 1p

2 ]
Din oficiu: 1Ip

a) Domeniul de definitie D3 = [0, ¥/2] +.uierrtitiiieiriiiitte ittt iiiee e iiiaeae e . 1p
Functia f3 este derivabild pe [0, 7/2) . ..oiiniiii i te e e e rre e, 1p
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Posibile dificultati:
e Prezenta functiei arcsin.

e Functia arcsin este definitd pe [—1, 1], dar nu este derivabili in z = —1 gt = 1. In general,
functiile elementare sunt derivabile pe tot domeniul de definitie.

e Prezenta unei compuneri de functii. Este necesard determinarea domeniului maxim de
definitie/derivabilitate pentru compunere.

¢ Domeniul de definitie al functiei f,, este diferit de domeniul functiei arcsin.

....................................................................................... 2x0,6=1p
b) Exercitiile ajutBtoare .....ovvuiieinrit ittt ttteen et 2x 0,75 pct = 1,5p
Posibile exercitii ajutitoare:

¢ Demonstrati cd pentru orice x € [0, 1] sirul (f,(z))n>1 este crescétor.
o Demonstrati ca sirul (I,),>1 este monoton.
e Demonstrati ca girul (I, )n>1 este méarginit.

o Fie f,g9 : [a,b] — R doud functii integrabile Riemann astfel incit f(z) < g(z) pentru orice
z € |a,b]. Demonstrati ci f: HEL R : g(z)dz.

¢ Demonstrati ca functia f: [0,1] — R, f(z) = arcsin(l — z) este descrescitoare.

1153147004 K10 o) T 0T 4 ) 3 4L < S 1,5p
((In)n>1 crescitor 0, 75p, (I, )n>1 mirginit 0, 75p).

) L = i i i e e e e et e 1,5 pet
Prezentarea unel gregell .. .o..iiiiiiii e e e et e 1,5 pct
Calculul limitei:

Fie 0 < ¢ < 1. Afunci

I, = DI_E fn(z)dz + fll__ . fn(2)dz, pentru orice n > 1

limy, 00 ful_ﬁ fo(z)dz = (1 — €)arcsinl = Z(1 — ¢€)

(de exemplu, folosind Teorema de medie, pentru orice n > 1 avem ful_E fa{z)dz = (1 —¢)arcsin(l -
(cn)™), unde 0 < ¢, <1 —¢€silim(c,)® =0.)

0 < [ . fa(z)dz < I si finalizare

Posibile greseli:

o Se incearcd schimbarea de variabild ¢ = ¥/t (sau 1 —z™ = t) 5i se ajunge la integrala unei functii
nedefinite in 0 (sau 1).

e Se incearca folosirea teoremei de medie sub forma: existd ¢ € [0,1] astfel incat fﬂl fo(z)dz =
arcsin(1l — ¢®) pentru orice n natural nenul ( fira si se tind cont de faptul ci pentru fiecare n
existd un ¢, € [0, 1], nu acelasi pentru toti n).

¢ Se Incearca folosirea teoremei de medie sub forma: Pentru orice n, exista ¢, € (0,1) astfel incét
fnl fa(z)dz = arcsin(l — ). Urmeaza concluzia lim, o ¢* = 0 deoarece ¢, € (0,1).




3.
Din oficiu: 1Ip
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De exemplu fy = tgm o tzm—; = tzm +oATAD? unde i jste translatia de vector 7. Apoi f4
este identitatea planului dacé si numai dacd Aszd4 + A1 43 = 0, adicd patrulaterul A;A;A3A4, este
paralelogram.
Diferitele metode cu indicagil ...t e, 2p

Posibile metode si indicatii:

» Metoda sintetica (se face legatura dintre simetria centrald gi mijlocul unui segment, se rea-

minteste teorema medianei, se face legidtura cu configuratia formatd de un patrulater convex si
mijloacele laturilor sale, ete); |

¢ Metoda transformarilor geometrice (compunerea a doud simetrii centrale este o translatie:
SpoSs = t,z7, compunerea a doud translatii este o translatie, identitatea planului este o
translatie de vector nul, etc). Aceasta este solutia de mai sus;

e Metoda analitica (cum se descrie analitic o simetrie centrald, ce conditii trebuie s& indeplineascé

coordonatele varfurilor unui patrulater pentru a fi paralelogram, se poate alege reperul conven-
abil, ete);

¢ Metoda numerelor complexe (indicatii asemanitoare cu cele precedente);

b) Rezolvarea corectl Problemel .. ...ovutviniir ittt it ittt e i et es 2p
O posibila solutie:
- fa =84, 0 by A Al
- Compunerea dintre o translatie de vector ¥ si o simetrie centrald fati de un punct O este o
simetrie centrald fatd de un punct O, unde O' =t_1-(0).
Legatura dintre cele doué probleme ............ 2 ............................................. 1p
Simetria centrala f3 este fata de punctul A4, unde A3 A3A3A4 este paralelogram. Mai exact,
deoarece fy este identitatea planului (dacsd A;AsAsA4 este paralelogram) atunci f3 = S4,. Aceasta
este chiar o solutie alternativa.
¢) Demonstratia faptului cd n impar implicd f, o f, este identitatea planului .................... 1p
fn este compunerea dintre o simetrie centrald si o translatie, deci o simetrie centrald. O simetrie
centrala este o involutie.
Daca n este par, atunci f, este o translatie gi deci afirmatia este falsa cu exceptia cazului cand

translatia este de vector nul, adica identitatea planului ..... ..o it i 0,5p
Secventa de exercitii ajutatoare poate contine pe langa problemele de la punctele a si b si alte
exemple concrete de poligoane (pentagon sau hexagon) .......ccoieiirviiiriieernriurorieoiasons 0,5p

Nota probei de metodica specialitdtii este media notelor pe cele doua subiecte alese, cu doud 2ecimale
fara rotungire.




