Exercitii rezolvate cu functii derivabile

Enunturi
Ex.1.
X2

Se considera functia f:0\{} -0, f(x)= 1
+

a) Sa se calculeze derivata functiei f-
b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei /-
¢) Sa se demonstreze cd f(x) <-4 pentru orice x < —1 .

Variante M2 bac 2009
Ex.2.
Se considera functia f:0 -0, f(x)=e"—e™".
a) Sa se calculeze 1'111% M .
b) Sa se arate cd functia f este crescdtoare pe .
¢) Sdse calculeze S=g(0)+g(1)+...+g(2009), unde g : R — R, g(x) = f'(x)— f"(x).
Variante M2 bac 2009
Ex.3.
Se considerd functia f:(0.00) » R, f(x)=18x" ~Inx.
a) Sa se determine mtervalele de monotonie ale functiei f-
b) Sa se determine ae R pentru care f(x)=a, Vxe (0.20).

¢) Sa se determine numérul de radicini reale ale ecuafiei f'(x)=m . unde m este un parametru real.
Variante M1 bac 2009
Ex.4.
o 2(x—1)
Se considera functia f:(0.e2) = R, f(x) ZHIX—?.
a) Sa se calculeze derivata functiei £
b) Sa se determine punctele graficului functiei f in care tangenta la grafic este paralela cu dreapta de
ecuatie 9y =2x.
Variante M1 bac 2009
EXx.5.

Se considera functia f:(0.e0) >R, f(x)=e "1,
a) Sdsearate cd f'(x)= f(x)(1+Inx).Vx>0.

b) Sa se determine valoarea minima a functiei f£.

¢) Sa se arate ca functia f este convexa pe (0,e0).
Variante M1 bac 2009



Rezolvari

Ex.1.

2) £(x) = x? ’_ OF) - (Xx+1) = (X*)-(x+1) _2x-(x+1)—x*  X*+2x _X(X+2)
lx+1) (x+1)? O (x+1)? (x4 (x+1)?

b)f'(x)=o:>)(‘f(x++l)22)=o:xl=o,x2=—2

Tabelul de variatie al functiei este:

X -2 -1 0

F(X) ++++ 0 -=-—-=-- | oco-o-- 0 ++ ++

) / f(-2) \‘ \ /

Pe intervalele (—oo,—2]si [0,+00) functia este crescatoare;
Pe intervalele [-2,-1)si (—1,0] functia este descrescatoare;

c)f(—z):_il:—4

Din tabelul de variatie al functiei rezulta ca f(x) <—4 pentru Vx<-1.
Ex.2.
a)Calculam intai f'(x)
f'(x)=e*+e™*
lim M _ 1/(0)=2

x—0

b) f'(x)= eX +e7>0,Vxell decifeste crescitoare pe R.
c) f"(x)=e*-e"
g(x)=f'(x)-f"(x)=e"+e” -e"+e " =2e""

2010
EN ]
S=g(0)+g(®)+9(2)+...+g(2009) =2 1+l+i+ + 1 _2,(ej _9. 1—g?0
=g g g «.tg = PR 1_1 — e2009(1_e)
e

deoarece este suma primilor 2010 termeni ai unei progresii geometrice cu primul termen egal cu 1 si ratia —.
e

Ex.3.
2) £/(x) = 36x L = 30X -1
X X

f'(X)zO:X:%e(O,+oo)

Tabelul de variatie al functiei este:

X 0 1 +00
6
f'(x) - — - -0 + + + + ++

f(x) f (%j /




Din tabel rezultd ca x =Inaeste punct de minim.

Din tabelul de variatie rezulta ca:

e Functia este descrescatoare pe intervalul (0%}
. 5 . 1
e Functia este crescatoare pe intervalul [E, +ooj
. .y .. . 1) 1
b)Din tabelul de variatie al functiei rezulta ca f(x) > f 5 =5 +1In6,vx>0.

De aici deducem cd a € (—oo,%+ In 6} .
- L 2_ _
¢)lim £ (x) = lim (18x* —Inx) = +oo0
. . ) (o) In x
lim f(x)= lim (18x —Inx) = lim x*| 18— —~ | =+ (18—-0) = +o0
X—>+0 X—>+0 X—>+0 X

f"(x)=36+ iz >0, Vx > 0 deci functia este convexa. t
X

Graficul functiei f aratd ca in figura urmatoare:
Ecuatia f(x)=mse citeste pe grafic.Ea are atatea solutii

cate puncte de intersectie sunt intre dreapta orizontala de
ecuatie y=m si graficul functiei f.

Cazul 1.Daca m>m, =%+ In6 ecuatia f(x)=mare
doua solutii reale diferite.

1 m —£+In6
Cazul 2. Daca m=m, :§+In6atunci ° 2

ecuatia f(X)=mare o singura solutie si anume X = 4

Cazul 3.Daca m<m, :%+ In6 ecuatia f(X)=m nu

are solutii reale.
Ex.4.

a)f,(x)z1_(2x—2)’(x+1)—(2x—2)(x+1)’=£_2x+2—2x+2:1_ 4 (x-1)?

X (x+1)° X (X +1)° X (x+1)?  x(x+1)?’
b)Doua drepte sunt paralele daca si numai daca au acceasi panta.

: . . 2
Panta tangentei este f'(x) iar panta dreptei date este m = 9"

< . e 2 (x-1> 2
Punctele cautate se obtin rezolvand ecuatia f'(X)=— < ———"5=—
9 x(x+1)° 9

SOIXP—18x+9=2x+4x* +2x = 2x* -5x° + 20x - 9=0 <= (2x -1)(x* = 2x+9) =0

) 5 1 ) ..
Obtinem ca X = Eeste solutie a ecuatiei.

1 1 2
f(5)-m3+2
2 2 3

v



Punctul de pe grafic este A £,|n£+g .
2 2 3

c)Tabelul de variatie al functiei este:

X 0 1 +00

f'(x) + + + + + 0+ + + + + +

Wl

Din tabel rezulta ca f(x) >0 daca x>1 adica |nX—MZO©|nXZM,X>l
X+1 X+1
EXx.5.
a) f'(x) :(ex'”x)’ =e"™(xIn x)' =™ (Inx+1)=f(x)(1+Inx),vx>0.
b)f'(x)=0:>ex'“x-(Inx+1)=0:>|nx=—1:>x:1
e
Tabelul de variatie al functiei este:
X 0 1 +00
e
f'x) |- = = -0 + + + + + +

o [~ —

Din tabelul de variatie rezulta ca:

. - : 1
e Functia este descrescatoare pe intervalul (0, —}
e

: 9 . 1
e Functia este crescatoare pe intervalul {—, +ooj
e

- . 1\ -
Valoarea minima a functiei f este f (*] =e®,
€

¢) £'(x) = (F()(L+Inx)) = F'(x)(L+Inx) + f(x)-%: f(x)(1+Inx)" + f(x)%: f(x)-((1+ln x)2+%)>O,Vx>O

deci functia este convexa pe (0,+o).



