Exercitii rezolvate cu legi de compozitie

Enunturi

Ex.1.

Pe multimea numerelor reale [ definim operatia xoy =xy+4x+4y+12, oricare ar fi x,y el .
a)Verificati identitatea xoy=(x+4)(y+4)—4, oricare ar fi x,yel .

b)Demonstrati ca xo(-4)=-4, oricare ar fi x,yell .

c)Aratati ca legea de compozitie o este asociativa.

d)Calculati (—2009) 0 (—2008)o...02009.

e)Rezolvati in 0 ecuatia xoxoXox=12.

Variante M2 bac 2009
Ex.2.

Pe multimea numerelor reale definim operatia xo y =2xy —6x -6y +21.

a) Sa se arate ¢ xoy=2(x-3)(y—3)+3. pentru orice x,ye R.

b) Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia xox=11.

¢) Stiind cd operatia o este asociativa, si se calculeze 1on/2 04/30...04/2009 .

Variante M2 bac 2009
Ex.3. ‘
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie xoy=xy—2(x+y)+6.

a) Sd se arate ¢ xey=(x—2)(y—2)+2. oricarear fi x.ye R.
b) Sa se demonstreze cd xo2 =2, oricare arfi xe B .
¢) Stiind ca legea de compozitie ..o ~ este asociativa, sa se calculeze valoarea expresiel
E:(—2009)D(—ZOUS}C___c-(—l)cDolaZo___::-EUUg :
Variante M2 bac 2009

Ex.4.
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie xoy=(x—4)(y—4)+4.

a) SA se determine elementul neutru al legii de compozitie.
b) Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia xexox=x.

bl

¢) Sa se determine doud numere a.be O\ Z astfel incat aebe I¥.
Variante M2 bac 2009

EXx.5.
Pentru a,b din multimea M =[0,+wx)se defineste operatia a=b =In(e* +e"-1).
a) Sase arate ca daca a.be M . atunci a+be M .
b) Sa se arate ca legea de compozifie ..+ este asociativa.
¢) Pentru ne IN. n=2 . sidse determine ae M astfel incat a+a#*...+a=2a.

crer e

denorta

Variante M1 bac 2009



Rezolvari:
Ex.1.
a)(x+4)(y+4)—4=xy+4x+4y+16—-4=xy+4x+4y+12=x0y siidentitatea din cerinta este
demonstrata.
b) xo(—4) = (X +4)(—4+4) -4 =—4,vx el] .
c)Legea de compozitie - este asociativa daca (xoy)oz=xo(yoz),VX,y,zell .
(xoy)oz=[(x+4)(y+4)—4]cz=acz=(a+4)(z+4)-4=(x+4)(y+4)(z2+4)-4,VX,y,z€l]
Xo(yoz)=Xo[(y+4)(z+4)—4]=Xxob=(x+4)(b+4)—4=(x+4)(y+4)(z+4)-4,Vxy,z€l]
b
Din cele doua relatii de mai sus rezulta ca legea o este asociativa.
d) (~2009) o (~2008)o... 0 2009 = (—2009) o (—2008)o.... o (~5) o (~4) o (~3) o.... 0 20080 2009 = X o (~4) 0 y = —4

X y

conform punctului b).

) Xox=(X+4)(x+4)-4=(x+4)°-4

XoXoX=(Xx+4) -4

XoXoXoX=(x+4)" -4

Ecuatia data devine (x+4)* -4=12< (x+4)' 16 =0 <[ (x+4)* —4 ][ (x+4)* +4]=0.

>0
X =—2
Cum x el rezulta ca (X+4)2—4=0:>(X+4)2=4:>X+4=J_r2:>{xl 6
2=

Ex.2.

2.a)2(x—3)(y—3)+3=2(xy —3x—3y+9)+3=2xy—6X—6y+21=X0Yy,VX,yell c.c.t.d.
b) Xox=11=>2x*-12x+10=0=>x* —6x+5=0 care are solutiile x, =1si X, =5.
c)Observam cd Xo3=30x =3 VX el

1o20+/30...04/90...04/2009 =10/2 0+/30...04/8 03010 5...0~/2009 =3.
X y

Ex.3.
28)(X—2)(y—2)+2=xy—2X—-2y+4+2=Xy—-2X-2y+6=Xy—2(X+ y)+6=Xoy,VX,yell c.ct.d.
b)Xxo2=(x-2)(2-2)+2=2,Vxell .
€)Sa mai observam ca i 20X =(2—-2)(x—-2)+2=2,Vxell .
Observati in acea compunere rolul important al lui 2!
Utilizand proprietatea de asociativitate a operatiei precum si faptul cd Xo2=2,Vxell si 20x=2,Vxell se
obtine ca E=2.
E =(—2009) - (—2008) o...c00102030...02009 =2 .
N/

X y

Ex.4.
a)e este element neutru daca xce=eox=X,vxell .

Xoe=(Xx—4)(e—-4)+4=x,Vxell

= (x-4)(e—-4)—-(x-4)=0,vxell

= (x-4)(e—4-1)=0,vxell

=e-5=0=e=5.

b)xox=(x-4)"+4
XOXOX:[(X—4)2+4]oX:(X—4)2(X—4)+4:(X—4)3+4



Ecuatia data devine:
(x=4)°+4=x < (x—4)° = (x—4) :O<:>(x—4)[(x—4)2 —1]20

(Xx—4)(x—4-1)(x—4+1) =0 (am folosit formula a* —b* = (a—b)(a+b).

X =3
Obtinem ecuatia (X —4)(x—5)(x—3) =0 care are solutiile < X, =4.
Xy =5

c)ach=(a-4)(b-4)+4el.
Observam ca daca luam a—4:g si b—4:§ vom obtine ach=1+4=5¢[]

Din a—4=§0b‘;inem a:§+4:§iardin b—4:§obginem b=g+4=%.

Evident a si b sunt numere rationale a,b el \[] .

EX.5.

a)Fie a,b e M =[0,+0)

=e*>1

- =e*+e’-1>21=1In(e*+e"-1)>0=In(e* +e" 1) e M = a*beM
e =

b)Legea de compozitie * este asociativa daca (X*y)*z=Xx*(y*2),VX,y,ze M
x*(y*z)=x*(In(e’ +e* -1))=In(e* +e’ +e* -2)
deci legea este asociativa.
(x*y)*z=(In(e" +e’ —1))*z=In(e* +e’ +¢* -2
c)a*a=In(2e* -1)
a*axa=In(3e"-2)
Demonstram prin inductie ca P(n):a*a*...xa=1In (nea —(n —1)) ,n >1 este adevarata.
de n ori a
Etapa verificarii:
Pentru n=1 avem P(l):a=a este adevarata.
Etapa demonstratiei:
Presupunem P(k) adevarata si demonstram ca P(k+1) este adevarata.
P(k):axa=*..*a=1In (kea —(k —1)) este adevarata.
%/_/

de k ori a

P(k+1):a*ax*..*a=In ((k +1)e® — k) trebuie demonstrata.

de k+1 ori a

a>z<a>x=...>ka:(|n(kea —(k—l)))*a: In(ke® - (k—1) +e* ~1) = In((k +1)e* k) c.c.t.d.

de k+1 ori a

Egalitatea a*a=*...*a =2a devine In(nea—(n—l)):Za
%/_/

de n ori a
ne* —(n-1) =e* = e** —ne* +n—1=0.Notim €* = X si obtinem ecuatia de gradul doi x> —nx+n—-1=0
care are solutiile X, =1si X, =n-1.
Revenind la notatie , obtinem a =0sau a=In(n-1)



