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Derivarea functiei inverse. Exercitii rezolvate

Obs.1. Daca f:1 —J este o functie Strict crescatoare atunci f este injectiva.

Dem: Fie x;,X, €l cu X, #X,.

Daca x, <X ,= f(x)<f(x)=f(x)=f(X)

Daca x, > X ,= f(x)>f(x,)= f(x)=f(x) = f este injectiva

Concluzie: O metodd de a ardta ca o functie este injectiva este prin a ardta ca ea este strict crescatoare

(sau strict descrescatoare).
Obs. 2. Fie f:A— B o functie. Daca Im f =B atunci f este surjectiva

Justificare: Fie yeB=Imf = 3x e A astfel incat f(x)=y deci f este surjectivi.

Obs. 3. Fie f :1 — J o functie continua si bijectiva (deci inversabila).

Daca f este derivabild in punctul X, € I si f'(X,)#0 atunci f™:J — 1| este derivabild in punctul
Yo = f(X,) siare loc egalitatea (f‘l)'(yo)z f!l = 1

(%) £ (f())

1

F(f7(v))

Retinem formula ( f ), (Yo)=

Exercitii rezolvate:

Ex. 1. Fie functia f :‘:%,-}-00) - ‘:_%,-H)Oj prin formula f (x) = %% —X. S4 se arate ci f este

inversabili si si se calculeze ( f )’ (2) si ( f )’ (20).
Rezolvare:

Varful parabolei este V (—23 : —%j =V (% : —%j si parabola are ramurile indreptate in sus. Graficul
a a

functiei este format din jumatatea din dreapta a parabolei. Se obtine cd functia este strict crescatoare
deci injectiva conform obs.1.

Imf = [—% , +oo) = {—% , +OO) deci f este surjectiva conform obs.2.
= f bijectiva = f inversabila
' 1 1 1
f1)(2)= = ==
Trebuie calculat f™(2).

f(2)=x=f(x)=2=>x*-x=2=x"-x-2=0

Obtinem X1=2€[%,+oo) si X, :—1e{%,+oo

f/(x)=(x" —x)’ =2x-1= 1'(2)=3
Pentru a doua cerinta:
f*(20)=x= f(x)=20= x*-x=20=x*—x—20=0
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Obtinem &:56{%,%0) si X, :—4e[%,+ooj deci f(20)=5

f'(x)=2x-1= f'(5)=9
1 1

N 1
[ )(zo)zf'(fl(zo)):f’(s):§

!

EX. 2. Fie functia f :R >R, f (x)=x"+3x"+4x—2. Exista () (6)?
In caz afirmativ s se calculeze.
Rezolvare:
f(x)=x>+3x*+3x+1+x-3=(x +1)3 +X—3 este strict crescitoare pe R fiind suma a doud functii
strict crescdtoare si anume

x — (x+1)” strict ,/*

X —x—3 strict ,//  deci f este injectiva.
lim f(x)=lim (x3+3x2 +4x—2):—oo

X——0 X—>—o0

lim f(x)=+o0

f este continud pe R deci f are proprietatea lui Darboux. Rezultd Im f =R, rezulta ca f este surjectiva.
= f bijectiva=f inversabila.

Din f(1)=6 deducem f*(6)=1
f'(x):(x3+3x2+4x—2)’:3x2+6x+4
f'(1)=3+6+4=13

! 1 1 1
f1)(6)= = =—
(1) 6 fr(f7(6)) f'(1) 13

Ex. 3. Fie functia f :(0,+00)— (1,+), f (X)=2"+ x>+ X. Si se verifice daca f este bijectivé i s se

calculeze () (4).
Rezolvare:
f este strict cresitoare pe (0,+) fiind suma a trei functii strict crescétoare pe (0,+o).

Rezulta cd f este injectiva.
lim f (x)=lim(2*+x*+x)=1
( ) xao( )

x—0

x>0 x>0
. s 2N
XILTOf(X)_XILTw(ZXH +x)_+oo

f continua rezulta f are proprietatea lui Darboux rezulta Im f este interval rezultd Im f = (1, +oo) deci f

este surjectiva.
=fbijectivda = f inversabila.

Din f(1)=4 deducem f™(4)=1
f’(x):(2x+x2+x)’:2XIn2+2x+1
f'(1)=2In2+3
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1 1 1 1
) (4)= = = =

() (4 f/(f*(4)) f'(1) 2In2+3 3+In4

Ex. 4. Se considerd functia f :(1L+0) >R, f(x)=In(x-1)+x
a) Sa se arate ca f este inversabila
b) Si se calculeze ( f’l)' (2) si ( f’l), (e+2)

Rezolvare:

Fie X, X, € (1,+0) cu X, <X,.

X <X, = X% —1<X,-1=In(x -1)<In(x,-1)
X <X,

In(x,—1)+x <In(x,—1)+x, deci f(x)< f(x,)
Rezultd f este strict crescdoare deci f este injectivd.
lim f (x) = Iirrll(ln(x—1)+ X)=In(0+)+1=—0+1=—

x>1 x>1

lim f(x)=lim(In(x-1)+X)=In(+w0)+0 =+

X—>+00 ( ) x—>+oc( ( ) ) ( OO) ®© ©

f continua rezulta f are proprietatea lui Darboux rezulta Im f este interval rezulta Im f =R deci f este
surjectiva.

= f bijectiva={ inversabila.
Din f(2)=2 deducem f™(2)=2

£/(x) = (In(x~1)+x) :Xilujf (2)=2
gy 1 1 1
(f )(Z)Zf'(fl(z))_f'(z) 2

Pentru a doua cerintd avem:
Din f(e+1)=e+2 deducem f*(e+2)=e+1

f(e+1)_% s1-1te

e

(1) (e+2)= g =




