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Derivarea funcției inverse. Exerciții rezolvate 

 
Obs.1. Dacǎ :f I J  este o funcție strict crescǎtoare atunci f este injectivǎ. 

Dem: Fie 1 2,x x I  cu 1 2x x . 

Dacǎ        1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x      

Dacǎ        1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x            f este injectivǎ 

Concluzie: O metodǎ de a arǎta cǎ o funcție este injectivǎ este prin a arǎta ca ea este strict crescǎtoare 

(sau strict descrescǎtoare). 

Obs. 2. Fie :f A B  o funcție. Dacǎ Im f B  atunci f este surjectivǎ 

Justificare: Fie Imy B f x A     astfel încât  f x y  deci f este surjectivǎ. 

Obs. 3. Fie :f I J  o funcție continuǎ și bijectivǎ (deci inversabilǎ). 

Dacǎ f  este derivabilǎ în punctul 0x I  și  0 0f x   atunci 1 :f J I   este derivabilǎ în punctul 

 0 0y f x  și are loc egalitatea    
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f y

f x f f y






 

 
 

Reținem formula       
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0 1

0

1
f y

f f y









   

Exerciții rezolvate: 

Ex. 1. Fie funcția 
1 1

: , ,
2 4

f
   

     
   

 prin formula   2f x x x  . Sǎ se arate cǎ f este 

inversabilǎ și sǎ se calculeze    1 2f  
 și    1 20f  

. 

Rezolvare: 

Vârful parabolei este 
1 1

, ,
2 4 2 4

b
V V

a a

   
      
   

 și parabola are ramurile îndreptate în sus. Graficul 

funcției este format din jumǎtatea din dreapta a parabolei. Se obține cǎ funcția este strict crescǎtoare 

deci injectivǎ conform obs.1. 

1
Im , ,

4 4
f

a

   
       
   

 deci f este surjectivǎ conform obs.2. 

f bijectivǎ f  inversabilǎ 

   
    

1

1

1 1 1
2

2 32
f

ff f






  


 

Trebuie calculat  1 2f 
. 

   1 2 22 2 2 2 0f x f x x x x x            

Obținem 1

1
2 ,

2
x

 
  

 
 și 2

1
1 ,

2
x

 
   

 
 

     2 2 1 2 3f x x x x f
        

Pentru a doua cerințǎ: 

   1 2 220 20 20 20 0f x f x x x x x            
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 2 

Obținem 
1

1
5 ,

2
x

 
  

 
 și 

2

1
4 ,

2
x

 
   

 
   deci  1 20 5f    

   2 1 5 9f x x f      

   
    

1

1

1 1 1
20

5 920
f

ff f






  


 

Ex. 2. Fie funcția   3 2: , 3 4 2f f x x x x      . Existǎ    1 6f  
? 

În caz afirmativ sǎ se calculeze.  

Rezolvare: 

   
33 23 3 1 3 1 3f x x x x x x x           este strict crescǎtoare pe   fiind suma a douǎ funcții 

strict crescǎtoare și anume  

 
3

1x x   strict   

3x x   strict       deci f este injectivǎ. 

   

 

3 2lim lim 3 4 2

lim

x x

x

f x x x x

f x

 



     

 
 

f este continuǎ pe  deci f are proprietatea lui Darboux. Rezultǎ Im f  , rezultǎ cǎ f este surjectivǎ. 

f bijectivǎf inversabilǎ. 

Din  1 6f   deducem  1 6 1f    

   
 

3 2 23 4 2 3 6 4

1 3 6 4 13

f x x x x x x

f

       

    

  

   
    

1

1

1 1 1
6

1 136
f

ff f






  


 

Ex. 3. Fie funcția       2: 0, 1, , 2xf f x x x      . Sǎ se verifice dacǎ f este bijectivǎ și sǎ se 

calculeze    1 4f  
. 

Rezolvare: 

f este strict cresǎtoare pe  0,  fiind suma a trei funcții strict crescǎtoare pe  0, . 

Rezultǎ cǎ f este injectivǎ. 

   2

0 0
0 0

lim lim 2 1x

x x
x x

f x x x
 
 

     

   2lim lim 2x

x x
f x x x

 
      

f continuǎ rezultǎ f are proprietatea lui Darboux rezultǎ Im f  este interval rezultǎ  Im 1,f    deci f 

este surjectivǎ. 

f bijectivǎf inversabilǎ. 

Din  1 4f   deducem  1 4 1f    

   
 

22 2 ln 2 2 1

1 2ln 2 3

x xf x x x x

f
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1

1

1 1 1 1
4

1 2ln 2 3 3 ln 44
f

ff f






   

  
 

Ex. 4. Se considerǎ funcția      : 1, , ln 1f f x x x     . 

a) Sǎ se arate cǎ f este inversabilǎ 

b) Sǎ se calculeze    1 2f  
 și    1 2f e 

  

Rezolvare: 

Fie  1 2, 1,x x    cu 1 2x x . 

   1 2 1 2 1 21 1 ln 1 ln 1x x x x x x          

                                                     1 2x x  

 

                                      1 1 2 2ln 1 ln 1x x x x      deci    1 2f x f x  

Rezultǎ f este strict crescǎoare deci f este injectivǎ. 

    
1 1
1 1

lim ( ) lim ln 1 ln 0 1 1
x x
x x

f x x x
 
 

           

      lim lim ln 1 ln
x x

f x x x
 

         

f continuǎ rezultǎ f are proprietatea lui Darboux rezultǎ Im f  este interval rezultǎ Im f   deci f este 

surjectivǎ. 

f bijectivǎf inversabilǎ. 

Din  2 2f   deducem  1 2 2f    

      
1

ln 1 1 2 2
1

f x x x f
x

       


 

   
    

1

1

1 1 1
2

2 22
f

ff f






  


 

Pentru a doua cerințǎ avem: 

Din  1 2f e e    deducem  1 2 1f e e     

 
1 1

1 1
e

f e
e e


      

   
    

1

1

1 1
2

1 12

e
f e

f e ef f e
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